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NỘI DUNG 1: HÀM SỐ VÀ GIỚI HẠN 

Dạng 1: Giới hạn 

• Định nghĩa: Hàm số 𝑦 = 𝑓(𝑥) có giới hạn là 𝑏 khi 𝑥 → 𝑎 nếu mọi dãy số (𝑥𝑛) ⊂ 

MXĐ mà 𝑥𝑛 → 𝑎 thì dãy số 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑏. Ký hiệu: lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = b. 

o Để chỉ ra ∄ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥), ta chọn 2 dãy số  (𝑥𝑛), (𝑥𝑛
′ ) ⊂ MXĐ mà {

𝑥𝑛 → 𝑎

𝑥𝑛
′ → 𝑎 

nhưng lim 𝑓(𝑥𝑛) ≠ lim 𝑓(𝑥𝑛
′ ) . 

o ∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ⟺ lim
𝑥→𝑥0

+
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→𝑥0
−

𝑓(𝑥) . 

• lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1 ⇒ lim

𝑢(𝑥)→0

sin 𝑢(𝑥)

𝑢(𝑥)
= 1; lim

𝑢(𝑥)→0

tan 𝑢(𝑥)

𝑢(𝑥)
= 1;  

• lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)
1

𝑋 = 𝑒 ⇒ lim
𝑢(𝑥)→0

(1 + 𝑢(𝑥))
1

𝑢(𝑥) = 𝑒; 

lim
𝑢(𝑥)→0

𝑒𝑢(𝑥)−1

𝑢(𝑥)
= 1; lim

𝑢(𝑥)→0

ln (1+𝑢(𝑥))

𝑢(𝑥)
= 1; 

• 𝑢𝑣 = [( 1 + (𝑢 − 1))
1

𝑢−1]
𝑣(𝑢−1)

; 

• Vô cùng bé: 

o 𝛼(𝑥) được gọi là vô cùng bé khi 𝑥 → 𝑎 nếu lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥) = 0. 

o Cho 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥) là 2 vô cung bé khi 𝑥 → 𝑎 và lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= 𝑘 .  

▪ Nếu 𝑘 = 0, ta nói 𝛼(𝑥) là vô cùng bé bậc cao hơn 𝛽(𝑥) khi 𝑥 → 𝑎, khi 

hiệu 𝛼(𝑥) = 𝑜( 𝛽(𝑥)). 

▪ Nếu 𝑘 ≠ 0, ta nói 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥) là 2 vô cùng bé cùng bậc. 

▪ Đặc biệt, 𝑘 = 1, ta nói 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥) là 2 vô cùng bé tương đương, ký 

hiệu 𝛼(𝑥)~ 𝛽(𝑥). 

• Quy tắc lopital: Áp dụng cho các giới hạn vô định dạng 
𝟎

𝟎
;

∞

∞
 

lim
𝑥→𝑎

𝑢(𝑥)

𝑣(𝑥)
= lim

𝑥→𝑎

𝑢′(𝑥)

𝑣′(𝑥)
 

o Dạng 0. ∞ khi tính lim (𝑢. 𝑣). Ta biến đổi: 

lim(𝑢 . 𝑣) = lim 
𝑢

1/𝑣
 (dạng 

𝟎

𝟎
;

∞

∞
 ) 

o Dạng ∞ − ∞ khi tính lim (𝑢 − 𝑣). Ta biến đổi: 

lim(𝑢 − 𝑣) = lim 
1

𝑣
−

1

𝑢
1

𝑢.𝑣

  (dạng 
𝟎

𝟎
) 

o Dạng 1∞, ∞0, 00 khi tính lim (𝑢𝑣). Ta đặt 𝑦 = 𝑢𝑣: 

lim(ln 𝑦) = lim(𝑣. ln 𝑢) = 𝑘 ⇒ lim 𝑦 = 𝑒𝑘. 

Bài tập áp dụng: 

1) Bài tập trong giáo trình: ??? 



3 
 

2) lim
𝑥→+∞

(sin √6𝑥 + 5 − sin √6𝑥 + 1) 

3) lim
𝑥 →0

(1 + 𝑥 tan 𝑥)(cot 2𝑥) 2 

4) lim
𝑥 →0

ln(sin 2017𝑥)

ln (𝑠𝑖𝑛2018𝑥)
 

5) lim
𝑥 → +∞

(𝑥 + 3𝑥)
6

𝑥 

6) lim
𝑥 → 0+

(tan 𝑥)2𝑥3+𝑥 

7) lim
𝑥 →0 

𝑒cos(sin 5𝑥)+1−1

𝑥2+ 𝑥3
 

8) lim
𝑥 → +∞

(5𝑥 + 𝑥)
2

3𝑥 

9) lim
𝑥 →0

2𝑥−1

9𝑥+ 5 𝑠𝑖𝑛2 𝑥+2𝑐𝑜𝑠𝑥−2
 

10) lim
𝑥 →0

𝑥−ln(𝑥+1)

𝑒𝑥−𝑒
 

11) lim
𝑥 → 0

(𝑥2 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥)
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥 

12) lim
𝑥 → +∞

(2015𝑥 + 2017)
1

𝑥 

13) lim
𝑥 → 0

(𝑥𝑐𝑜𝑡𝑥)
5

𝑥 

14) lim
𝑥 → 

𝜋

4

(tan 𝑥)tan 2𝑥 

15) lim
𝑥 → 

𝜋

3

(
3

𝜋
𝑥 − sin 3𝑥)cot 3𝑥 

16) lim
𝑥 →0

ln(1+arcsin 𝑥+2 arcsin2 𝑥)

tan 𝑥
 

 

Dạng 2: Hàm liên tục 

Hàm số 𝑦 = 𝑓(𝑥) liên tục tại 𝑥0 ∈ 𝑇𝑋Đ khi vào chỉ khi 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) . 

o Hàm số liên tục tại 𝑥0 khi và chỉ khi lim
𝑥→𝑥0

+
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→𝑥0
−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0).  

o Nếu hàm số 𝑦 = 𝑓(𝑥) liên tục trên [𝑎; 𝑏] thì hàm số nhận mọi giá trị trung 

gian giữa 𝑓(𝑎) và 𝑓(𝑏). 

Bài tập áp dụng: 

1) Bài tập trong giáo trình 

2) Tìm điều kiện của k để hàm số sau liên tục tại mọi giá trị thực của x: 

 𝑓(𝑥) =  {
𝑘𝑥2 − 5𝑥 + 4,    𝑥 > 1

arccot(3 − 4𝑥) + 3 ,     𝑥 ≤ 1
 

3) Cho 𝑓(𝑥) =  {(1 + 2𝑥)
4

𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑘ℎ𝑖 𝑥 ≠ 0

𝑒4 𝑘ℎ𝑖 𝑥 = 0
 

Xét tính liên tục của hàm số 𝑓(𝑥) khi x = 0 
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NỘI DUNG 2: ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN CỦA HÀM SỐ 1 BIẾN 

Dạng 1: Tính đạo hàm  

• Định nghĩa: Hàm số 𝑦 = 𝑓(𝑥) có đạo hàm tại điểm 𝑥0 ∈ TXĐ nếu tồn tại giới hạn 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= 𝑓′(𝑥0)  

• Công thức 

     1.   0 c       7.   2

1
tg

cos
 x

x
 

  2.    1,  1    x x x    8.   2

1
cotg

sin
  x

x
 

  3.    ln ,  
 
 x x x xa a a e e    9.  

2

1
arcsin

1

 


x
x

 

  4.    
1

log ,  ln
ln

  a

x
x x

x a x
  10.  

2

1
arccos

1

  


x
x

 

   5.  sin cos x x      11.   2

1
arctg

1+
 x

x
 

  6.  cos sin  x x     12.   2

1
arccotg

1+
  x

x
 

• Quy tắc: 

1.  
' ' '  u v u v     

2.   ku ku    k  là hằng số bất kỳ

  

3.     uv u v uv  

4.  2
     0

   
  

 

u u v uv
v

v v
 

5. Đạo hàm của hàm hợp: 𝑦𝑥
′ = 𝑦𝑢

′ 𝑢𝑥
′ . 

• Đạo hàm và vi phân cấp cao: 

o Vi phân cấp 1: 𝑑𝑦 = 𝑦′𝑑𝑥 

o Đạo hàm cấp cao 𝑦(𝑛) = (𝑦(𝑛−1))
′
. 

o Vi phân cấp cao: 𝑑𝑛𝑦 = 𝑦(𝑛)(𝑑𝑥)𝑛. 

Bài tập áp dụng: 

1) Bài tập trong giáo trình: ??? 

2) Tính đạo hàm của hàm số: 𝑓(𝑥) =  |𝑥 − 2| + 2𝑥|𝑥 − 3|. 
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Dạng 2: Tính đạo hàm của hàm ngược 

• Hàm sô số 𝑦 = 𝑓(𝑥) có hàm ngược khi và chỉ khi với mỗi 𝑦0 ∈ MGT phương trình 

𝑦0 = 𝑓(𝑥) có nghiệm duy nhất. 

• Nếu 𝑦 = 𝑓(𝑥) là hàm đơn điệu thì có hàm ngược. 

• Đạo hàm của hàm ngược: Giả sử 𝑦 = 𝑓(𝑥) có hàm ngược. Khi đó, 𝑥 = 𝑓−1(𝑦). Lấy 

đạo hàm 2 về theo biến x ta được 

1 = (𝑓−1)′(𝑦). 𝑦′ 

⇒  (𝑓−1)′(𝑦) =
1

𝑦′
=

1

𝑓′(𝑥)
 

⇒  (𝑓−1)′(𝑦0) =
1

𝑓′(𝑥0)
 

(với 𝑥0 là nghiệm của phương trình 𝑦0 = 𝑓(𝑥)). 

Ví dụ: Cho hàm số 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 2𝑥 −
cos 𝜋𝑥

𝜋
 . Chứng minh rằng hàm số 𝑓(𝑥) có hàm ngược 

và tính (𝑓−1)′(
−1

𝜋
). 

Giải.  

Ta có 𝑦′ = 2 + sin(𝜋𝑥) > 0 ⇒ hàm số đồng biến trên 𝑅. Vậy phương trình 𝑦0 = 𝑓(𝑥) có 

nghiệm duy nhất với mọi 𝑦0 ∈ 𝑀𝐺𝑇 hay hàm số 𝑦 = 𝑓(𝑥) có hàm ngược. Do dó, ta có 

𝑥 = 𝑓−1(𝑦). 

Đạo hàm 2 vế theo biến x, ta được: 

(𝑓−1)′(𝑦) =
1

𝑦′
=

1

𝑓′(𝑥)
 

⇒ (𝑓−1)′(𝑦0) =
1

𝑓′(𝑥0)
. 

Vậy tại 𝑦0 =
−1

𝜋
  thì phương trình 

−1

𝜋
= 2𝑥 −

cos 𝜋𝑥

𝜋
  có nghiệm duy nhất 𝑥 = 0. 

Ta có (𝑓−1)′ (
−1

𝜋
) =

1

𝑓′(0)
=

1

2+sin 𝜋0
=

1

2
. 

 

Bài tập áp dụng: 

1) Cho hàm số 𝑓(𝑥) = 3𝑥 −
1

𝑥3
+ 1. Chứng minh rằng hàm số đó có hàm ngược 𝑓−1 và tính 

(𝑓−1)′. 

2) Chứng minh rằng hàm số luôn có hàm ngược: 𝑓(𝑥) =  𝑥3 + 3𝑥 + 2 và tính (𝑓−1)′(2). 

3) Chứng minh hàm số 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + cos 𝑥  có hàm ngược hàm ngược. Tính 𝑓−1(𝜋).  

4) Cho hàm số 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝜋 + cos 𝑥. Chứng minh rằng hàm số f(x) có hàm ngược và tính 

(𝑓−1)′(−1). 
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Dạng 3: Khai triển Taylor 

 

• Khi triển Maclaurin là khải triển Taylor tại 𝑥0 = 0. 

 

Bài tập áp dụng: 

1) Bài tập trong giáo trình: 32-35 (trang 349). 

2) Khai triển Maclaurin hàm số sau đến lũy thừa bậc 3 với phần dư Peano: 

𝑓(𝑥) =  
𝑥 − 2

𝑥2 − 4𝑥 + 3
 

3) Khai triển Taylor đến lũy thừa bậc 3 của (𝑥 − 1) với phần dư Peano  𝑓(𝑥) =  √(𝑥 + 7)23
. 

4) Khai triển Maclarin hàm số sau đến lũy thừa bậc 2 của x với phần dư Peano: 

𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + √8𝑥 + 1). 

5) Khai triển Maclarin hàm số sau đến lũy thừa bậc 3 của x với phần dư Peano: 

𝑓(𝑥) = cos(sin 5𝑥). 

6) Khai triển Maclarin hàm số sau đến lũy thừa bậc 3 của x với phần dư Peano: 

𝑦 = (3𝑥 − 1) ln √5𝑥 + 1. 

7) Khai triển Maclarin hàm số sau đến lũy thừa bậc 4 của x với phần dư Peano: 

𝑓(𝑥) = ln (𝑥 +
3

2
)

𝑥+
3
2

. 

8) Khai triển Maclarin hàm số sau đến lũy thừa bậc 3 của x với phần dư Peano: 

𝑦 = 𝑓(𝑥) = 5𝑥𝑒𝑥 + 𝑥2 + 4. 

9) Khai triển Maclarin hàm số sau đến lũy thừa bậc 3 của x với phần dư Peano: 

𝑦 = 𝑒−2𝑥√2𝑥 − 1. 

10) Khai triển Maclarin hàm số sau đến lũy thừa bậc 4 của x với phần dư Peano: 

𝑓(𝑥) = ln(𝑥2 − 8𝑥 + 12). 
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11) Khai triển Maclarin hàm số sau đến lũy thừa bậc 3 của x với phần dư Peano: 

𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − ln(1 − 3𝑥). 

12) Khai triển Maclarin hàm số sau đến lũy thừa bậc 3 của x với phần dư Peano: 

𝑓(𝑥) =
𝑥 + 5

−𝑥2 + 1
. 

13) Khai triển Maclaurin hàm số 𝑓(𝑥) = 𝑥2(𝑒𝑥 + 1). 

Giải. Khai triển Maclarin hàm số  

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ 𝑜(𝑥𝑛) 

⇒ 𝑒𝑥 + 1 = 2 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ 𝑜(𝑥𝑛) 

⇒ 𝑥2(𝑒𝑥 + 1) = 𝑥2 (2 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ 𝑜(𝑥𝑛))

= 2𝑥2 + 𝑥3 +
𝑥4

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛+2

𝑛!
+ 𝑥2𝑜(𝑥𝑛) 

Nhận xét: lim
𝑥→0

𝑥2𝑜(𝑥𝑛)

𝑥𝑛+2
= lim

𝑥→0

𝑜(𝑥𝑛)

𝑥𝑛
= 0. Do đó 𝑥2𝑜(𝑥𝑛) = 𝑜(𝑥𝑛+2).  

Ta có 

𝑥2(𝑒𝑥 + 1) = 2𝑥2 + 𝑥3 +
𝑥4

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛+2

𝑛!
+ 𝑜(𝑥𝑛+2)

= 2𝑥2 + 𝑥3 +
𝑥4

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

(𝑛 − 2)!
+ 𝑜(𝑥𝑛). 
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Dạng 4: Tìm khoản tăng, giảm và cực trị của hàm số 

 

 

Bài tập áp dụng: 

1) Bài tập trong giáo trình: 39-46 (trang 364,365) 

2) Tìm khoảng tăng, giảm và cực trị của hàm số: 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − ln(1 − 3𝑥). 

3) Tìm khoảng tăng, giảm và cực trị của hàm số: 𝑦 = 𝑥√3 − 2𝑥2. 

4) Tìm khoảng tăng, giảm và cực trị của hàm số: 𝑦 = (𝑥2 − 3𝑥 + 2)𝑒1−2𝑥. 

5) Tìm khoảng tăng, giảm và cực trị của hàm số:  

𝑦 =
𝑥2

2
(arctan

𝑥

2
−

𝜋

4
) + (2 − 𝑥) arctan

𝑥

2
+ ln (

𝑥2

4
+ 1) +

𝜋𝑥

4
− 𝑥. 

 

Dạng 5: Ứng dụng đạo hàm trong kinh tế 

 

Cho 𝑦 = 𝑓(𝑥) là một hàm kinh tế: 

• Giá trị cận biên: 𝑓′(𝑥) là hàm 𝑦 - Cận biên. 

▪ 𝑓′(𝑥0) giá trị 𝑦 - Cận biên tại 𝑥 = 𝑥0. 

▪ Ý nghĩa: Tại mức sử dụng yếu tố đầu vào là 𝑥0 nếu ta sử dụng thêm 1 đơn vị x 

thì đầu ra y sẽ tăng xấp xỉ 𝑓′(𝑥0). 

▪ Lợi ích cận biên giảm dần: 𝑓′′(𝑥) < 0. 

• Hệ số co dãn: Hệ số co dãn của 𝑦 theo 𝑥 là sự thay đổi của 𝑦 tính theo % khi 𝑥 tăng 

1%. 

 𝜀 = 𝑓′(𝑥)
𝑥

𝑓(𝑥)
 

• Bài toán tối ưu: Tìm 𝑥 để 𝑦 = 𝑓(𝑥) đặt max(min). 

Bài tập áp dụng:  
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1) Bài tập trong giáo trình:47-60 (trang 375,376). 

2) Một doanh nghiệp xác định được lượng sản phẩm doanh nghiệp bán được là: 𝐷(𝑝) =

8000. 𝑒−0,04𝑝(đơn vị sản phẩm) khi giá của mỗi đơn vị sản phẩm là 𝑝 đồng. 

a) Tìm giá 𝑝 mà tại đố hệ số co dãn của cầu bằng −1. 

b) Chức tỏ rằng tại mức giá tìm được ý trên thì doanh nghiệp có doanh thu tối đa. 

3) Một nhà sản xuất độc quyền bán sản phẩm trên thị trường với hàm cầu ngược: 𝑝 =

3120 − 24𝑄. 

a) Tính hệ số co dãn của cầu theo giá tại mức giá 𝑝 = 240 và nêu ý nghĩa kinh tế của kết 

quả nhận được. 

b)  Xác định mức sản lượng cho lợi nhuận tối đa biết hàm chi phí cận biên 𝑀𝐶 = 5𝑄2 +

2𝑄 + 120 và chi phí cố định là 80. 
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NỘI DUNG 3: ĐẠO HÀM HÀM NHIỀU BIẾN 
 

Dạng 1: Đạo hàm riêng 

• Tính đạo hàm bằng định nghĩa: 

 

 

▪ Đạo hàm riêng cấp 2 của hàm số tại điểm (𝑥0, 𝑦0): 

𝑓𝑥𝑦
′′ (𝑥0, 𝑦0) = lim

Δ𝑦→0

𝑓𝑥
′(𝑥0, 𝑦0 + Δ𝑦) − 𝑓𝑥

′(𝑥0, 𝑦0)

Δ𝑦
; 

𝑓𝑦𝑥
′′ (𝑥0, 𝑦0) = lim

Δ𝑥→0

𝑓𝑦
′(𝑥0 + Δ𝑥, 𝑦0) − 𝑓𝑦

′(𝑥0, 𝑦0)

Δ𝑥
. 

• Quy tắc: Đạo hàm theo biến nào biến còn lại coi như hằng số. 

• Đạo hàm của hàm hợp: 𝑊𝑥
′ = 𝑊𝑢1

′ . (𝑢1)𝑥
′ + 𝑊𝑢2

′ . (𝑢2)𝑥
′ + ⋯ 𝑊𝑢𝑚

′ . (𝑢𝑚)𝑥
′  

• Biểu thức vi phân toàn phần: 

▪ Vi phân toàn phần cấp 1:  

𝑑𝑤 = 𝑤𝑥1

′ 𝑑𝑥1 + ⋯ + 𝑤𝑥𝑛

′ 𝑑𝑥𝑛 

▪ Vi phân toàn phần cấp 2: 

𝑑2𝑤 = ∑ ∑ 𝑤𝑥𝑖𝑥𝑗

′′

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝑑𝑥1𝑑𝑥𝑗 

Bài tập áp dụng: 

1) Bài tập trong giáo trình: ??? 

2) Viết biểu thức vi phân toàn phần: 

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ln(𝑥2 + 𝑧2) . tan (𝑥 − 𝑦) 

3) Viết biểu thức vi phân toàn phần của hàm số sau: 

𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥2 − 𝑦 + 2𝑧2)4𝑧. 
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4) Viết biểu thức vi phân toàn phần của hàm số: 𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = arctan2(𝑥 + 𝑦 + 2𝑧). 

5) Cho 𝑓(𝑡) là hàm khả vi trên R với 𝑓′(−9) = 3. Tính 𝑑𝑤(2,3) với các số gia riêng Δ𝑥 =

0,1; Δ𝑦 = 0,2 và 𝑤 = 𝑓(3𝑥2 − 2𝑥𝑦 − 𝑦2). 

Giải. Ta có 𝑑𝑤(2,3) = 𝑤𝑥
′ (2,3). Δ𝑥 + 𝑤𝑦

′ (2,3). Δ𝑦. Với 𝑡 = 3𝑥2 − 2𝑥𝑦 − 𝑦2, ta có 

𝑤𝑥
′ = 𝑓𝑡

′𝑡𝑥
′ = 𝑓′(𝑡). (6𝑥 − 2𝑦); 

𝑤𝑦
′ = 𝑓𝑡

′𝑡𝑦
′ = 𝑓′(𝑡). (−2𝑥 − 2𝑦). 

Tại 𝑥 = 2, 𝑦 = 3 thì 𝑡 = −9. Do đó, từ 𝑓′(−9) = 3 ta có 

𝑤𝑥
′ (2,3) = 𝑓′(−9). (6.2 − 2.3) = 18; 

𝑤𝑦
′ (2,3) = 𝑓′(−9). (−2.2 − 2.3) = −30. 

Vậy, 𝑑𝑤(2,3) = 𝑤𝑥
′ (2,3). Δ𝑥 + 𝑤𝑦

′ (2,3). Δ𝑦 = 18.0,1 − 30.0,2 = −4,2. 

6) Tính đạo hàm riêng của các hàm số sau:  

𝑤 =  2𝑥+𝑦 . ln(𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑧) 

7) Cho một hàm số 𝑓(𝑥, 𝑦) có các đạo hàm riêng thỏa mãn:  

𝑓𝑥
′ ( 𝑥, 𝑦) < 0; 𝑓𝑦

′(𝑥, 𝑦) > 0, 𝑥, 𝑦 𝑅. 

Và hàm hợp 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, −𝑦 − 4𝑥3). Hãy chứng minh: 

𝑔𝑥
′ (𝑥, 𝑦) < 0 và 𝑔𝑦

′ (𝑥, 𝑦) < 0, 𝑥, 𝑦𝑅. 

Giải. Theo công thức đạo hàm riêng của hàm hợp ta có: 

𝑔𝑥
′ (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥

′. (𝑥)𝑥
′ + 𝑓(−𝑦−4𝑥3)

′ . (−𝑦 − 4𝑥3)𝑥
′ = 𝑓𝑥

′ + 𝑓(−𝑦−4𝑥3)
′ . (−12𝑥2). 

Nhận xét: 𝑓𝑥
′ < 0; 𝑓(−𝑦−4𝑥3)

′ > 0; −12𝑥2 < 0 nên 𝑔𝑥
′ (𝑥, 𝑦) < 0. 

Tương tự 𝑔𝑦
′ (𝑥, 𝑦) < 0, 𝑥, 𝑦𝑅. 

8) Tính đạo hàm riêng theo x của hàm số sau: 

𝑓(𝑥, 𝑦) =  {

2𝑥3 + 𝑥𝑦 + 𝑦3

𝑥2 − 𝑥𝑦 + 3𝑦2
 ,    𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0

0           ,     𝑥 = 𝑦 = 0

 

9) Cho hàm số: 

𝑓(𝑥, 𝑦) =  {

2𝑥𝑦(𝑥2 − 7𝑦2)

𝑥2 + 𝑦2
 ,    𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0

0           ,     𝑥 = 𝑦 = 0

 

Tính 𝑓𝑥𝑦
′′ (0,0) và 𝑓𝑦𝑥

′′ (0,0). 

10) Cho hàm số 𝑓(𝑢, 𝑣) có 𝑓(1,0) = 𝑓𝑢
′(1,0) = 2; 𝑓𝑣

′(1,0) = −1 và hàm số 
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𝑤 = 𝑥. √𝑦. 𝑓 (
𝑥

𝑦
. sin

𝑥 − 𝑦

2𝑥 + 𝑦
). 

Tính 𝑤𝑥
′ (2,2). 

11) Cho hàm số 𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦) có các đạo hàm riêng cấp 1. Chứng minh rằng hàm số 

𝑢 = 𝑓 (
𝑦2

𝑥2
tan

𝑥 − 𝑦

𝑥
) 

Thỏa mãn điều kiện 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0. 

 

Dạng 2: Ứng dụng đạo hàm riêng trong kinh tế 

• Giá trị cận biên: 

 

• Hệ số co dãn: 

 

• Hiệu quả của quy mô: 
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Bài tập áp dụng: 

1) Bài tập trong giáo trình: ??? 

2)  Một doanh nghiệp có hàm sản xuất 𝑄 = 24. √𝐾23
√𝐿. hãy tính sản phẩm hiện vật cận 

biên của tư bản và lao động tại mức 𝑘 = 8; 𝐿 = 16 và giải thích ý nghĩa. 

Dạng 3: Đạo hàm của hàm ẩn  

• Hàm ẩn 1 biến 

 

• Hàm ẩn nhiều biến: 
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Bài tập áp dụng:  

1) Bài tập trong giáo trình: 

2) Xét hàm ẩn 𝑦 = 𝑓(𝑥) tồn tại trong lân cận điển 𝑥 = 1, 𝑦 = 2 cho bởi phương trình  

𝑦3 + 2𝑥2 − 2𝑦2 − 3𝑥𝑦 + 5𝑥 = 1. 

Hãy tính 𝑓′(1). 

3) Cho hàm ẩn 𝑦 = 𝑦(𝑥) xác định từ phương trình: 

𝑥

𝑦2
+

𝑥2

2
= 3. 

Chứng tỏ hàm số 𝑦 = 𝑦(𝑥) này là nghiệm của phương trình vi phân: 

2𝑥. 𝑦′′ − (3𝑥𝑦2 + 1). 𝑦′ +
𝑦

𝑥
= 0. 

4) Cho hàm ẩn 𝑦 = 𝑦(𝑥) dưới dạng hàm ẩn: 

√𝑥2 + 𝑦2 = 𝑒5 arctan
𝑦
𝑥 . 

Hãy tính đạo hàm cấp 2 của hàm số. 

5) Cho hàm ẩn 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) xác định bởi phương trình: 

𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 + 𝑥𝑦 − 𝑧 − 9 = 0  (𝑧 > 0). 

Tính đạo hàm riêng cấp hai 𝑧𝑦𝑦
′′  tại điểm 𝑥 = 1, 𝑦 = −2. 

6) Cho hàm ẩn 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) xác định bởi phương trình: 

2𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 + 4𝑦 − 6𝑧 + 6 = 0. 

Tìm các đạo hàm riêng cấp 1 cấp 2 của hàm 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦). 

7) Giả sử 𝑥 = 𝑥(𝑦, 𝑧), 𝑦 = 𝑦(𝑥, 𝑧), 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) là những hàm ẩn xác định bởi phương 

trình: 𝑥2 + 𝑦2 + 3𝑧2 − 5𝑥𝑦𝑧 = 0. Tính biểu thức: 

𝜕𝑥

𝜕𝑦
.
𝜕𝑦

𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝑥
. 

8) Cho hàm số 𝑤 = 𝐹(𝑥, 𝑦) = 2 + 𝑦𝑦 − 4𝑥 + 2𝑥2 + 𝑦3.  

a) Tìm vi phân toàn phần cấp 2 của hàm số w. 

b) Gọi 𝑦 = 𝑦(𝑥) là hàm số xác định bởi phương trình 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0. Tính giới hạn: 

𝐼 = lim
𝑥→1

(𝑦(𝑥))
59

(𝑥 − 1)118
. 
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NỘI DUNG  4: CỰC TRỊ HÀM NHIỀU BIẾN 

 

Dạng 1: Cực trị tự do 

• Quy tắc thực hành: 

 

• Giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất: 

 

Bài tập áp dụng: 

1) Bài tập trong giáo trình: 

2) Tìm cực trị của hàm số: 

𝑤 = −3𝑥2 − 𝑦2 − 14𝑧2 + 12𝑥𝑧 − 18𝑧 + 2𝑦 − 1. 

3) Một công ty độc quyền sản xuất một loại sản phẩm và bán sản phẩm đố trên 2 thị trường 

khác nhau (được phân biệt giá). Cho biết hàm chi phí cận biên: 

𝑀𝐶 = 10,5 + 0,1𝑄  (𝑄 = 𝑄1 + 𝑄2) 

và cầu của thị trường đối với sản phẩm của công ty: 

Thị trường 1: 𝑝1 = 72 − 0,3𝑄1; Thị trường 2: 𝑝2 = 54 − 0,15𝑄2. 

Xác định sản lượng và giá bán trên mỗi thị trường để công ty thu được lợi nhuận tối đa. 

4) Tìm cực trị của hàm số: 
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𝑈 = 4 − 4𝑥 + 2𝑦 + 24𝑧 − 2𝑥𝑦 + 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2. 

5) Tìm cực trị của hàm số: 

𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −11𝑥2 − 51𝑦2 − 5𝑧2 + 48𝑥𝑦 + 4𝑦𝑧 − 8𝑥 + 8𝑦 − 2𝑧. 

6) Tìm cực trị của hàm số: 

𝑢 = 4𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 − 4𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 2. 

7) Tìm cực trị của hàm số: 

𝑤 = −2𝑥2 − 2𝑦2 − 3𝑧2 − 4𝑥𝑧 + 6𝑦 − 6𝑧. 

8) Tìm cực trị của hàm số: 

𝑢 = 6𝑥2 + 4𝑦2 + 3𝑧2 − 2𝑥𝑧 + 2𝑥 − 5𝑦 + 𝑧 − 2. 

9) Tìm cực trị của hàm số: 

𝑢 = −4𝑥2 − 3𝑦2 − 5𝑧2 + 10𝑥𝑦 − 14𝑥 + 26𝑧 + 11. 

10) Tìm cực trị của hàm số: 

𝑤 = −9𝑥2 − 4𝑦2 − 𝑧2 + 18𝑥 − 4𝑥𝑦 + 4𝑧 + 2. 

 

11) Một công ty độc quyền sản xuất một loại sản phẩm và bán sản phẩm đố trên hai thị trường 

khác nhau (được phân biệt giá). Cho biến chi phí cận biên: 

𝑀𝐶 = 3,5 + 0,05𝑄  (𝑄 = 𝑄1 + 𝑄2) 

và cầu của thị trường đối với sản phẩm của công ty: 

Thị trường 1: 𝑝1 = 24 − 0,15𝑄1; Thị trườn 2: 𝑝2 = 18 − 0,075𝑄2. 

Xác định sản lượng và giá bán trên mỗi thị trường để công ty thu được lợi nhuận tối đa. 

12) Một doanh nghiệp độc quyền sản xuất một loại sản phẩm tại hai nhà máy khác nhau. Cho 

biết hàm chi phí cận biên lần lượt là: 

𝑀𝐶1 = 10 + 0,25𝑄1; 𝑀𝐶2 = 2 = −0,2𝑄2 

và hàm cầu đối với sản phẩm là: 𝑝 = 290 − 0,25𝑄;  (𝑄 = 𝑄1 + 𝑄2). Hãy xác định mức 

tổng sản lượng và giá bán để doanh nghiệp tối đa hóa lợi nhuận. 

13) Tìm cực trị hàm số: 𝑢 = 3 ln 𝑥 + 5 ln 𝑦 + 2 ln 𝑧 + ln(22 − 𝑥 − 𝑦 − 𝑧).  

14) Tìm cực trị hàm số: 𝑤 = 𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 4𝑦 − 2𝑧 + 10. 
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Dạng 2: Cực có điều kiện 

• Quy tắc thực hành: 

  

▪ Nếu 𝑑𝑒𝑡(𝐻) > 0 thì 𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦) với điều kiên 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑏 đạt cực đại tại 

(𝑥0, 𝑦0). 

▪ Nếu 𝑑𝑒𝑡(𝐻) > 0 thì 𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦) với điều kiên 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑏 đạt cực tiểu tại 

(𝑥0, 𝑦0). 

• Ý nghĩa nhân tử Lagrange: 

▪ Gọi 𝑊𝐶𝑇(𝑏) là giá trị tối ưu của bải toán tại 𝑏. Khi đó, 

𝑊𝐶𝑇
′ (𝑏) = 𝜆0  

Do vậy, nhân tử Lagrange 𝜆0 là giá trị 𝑊𝐶𝑇-cận biên của b, nghĩa là khi b tăng 

1 đơn vị thì giá trị tối ưu 𝑊𝐶𝑇 thay đổi một lượng xấp xỉ bằng 𝜆0. 

▪ Nếu b tăng 1% thì giá trị tối ưu 𝑊𝐶𝑇 tăng 𝜀 %, với 𝜀 xác định bởi: 

𝜀 = 𝑊𝐶𝑇
′ .

𝑏

𝑊𝐶𝑇
= λ0.

𝑏

𝑊𝐶𝑇
 

Bài tập áp dụng: 

1) Bài tập trong giáo trình: 

b 
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NỘI DUNG 5: TÍCH PHÂN 

 

Dạng 1: Hàm cận trên 

 

 

Bài tập áp dụng: 

1) Bài tập trong giáo trình: Bài 13,14,15 

2) Tìm khoảng tăng, giảm và cực trị của hàm số: 

𝑦 = ( ∫ √1 + 𝑡2𝑑𝑡

2𝑥2+2𝑥+2

0

)

2012
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Dạng 2: Tích phân suy rộng 
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Bài tập áp dụng: 

1) Bài tập trong giáo trình: Bài 13,14,15 
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Dạng 3: Ứng dụng của tích phân trong kinh tế học. 

• Thặng dư của nhà sản xuất và người tiêu dùng: Giả sử (𝑝0, 𝑄0) là điểm cân bằng của thị 

trường. Khi đó ta có đồ thị của hàm cầu và hàm cung của thị trường đối với 1 loại sản phẩm 

như sau: 

 

o Thặng dư của người tiêu dùng: Tổng số hưởng lợi của tất cả người tiêu dùng bằng 

diện tích tam giác cong 𝐴𝐸𝑝0. Các nhà kinh tế gội đó là thặng dự của người tiêu 

dùng và được tính theo công thức sau: 

 

 



26 
 

o Thặng dư của nhà sản xuất: Tổng số hưởng lợi của tất cả các nhà sản xuất bằng diện 

tích của tam giác công 𝐵𝐸𝑝0. Các nhà kinh tế gọi đó là thặng dư của nhà sản xuất và 

được tính theo công thức sau: 

 

Bài tập áp dụng: 
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NỘI DUNG 5: PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 

Dạng 1: Phương trình vi phân tuyến tính cấp 1 

 
 

1. Phương pháp nhẩm nghiệm 

 

Ví dụ: 𝑦′ + 𝑦 = 𝑥 + 1(*) 

Giải. 

• Nghiệm tổng quát của pt thuần nhất liên kết 𝑦′ + 𝑦 = 0 là: 

𝑦 = 𝐶𝑒− ∫ 𝑑𝑥 = 𝐶𝑒−𝑥 

• 𝑦 = 𝑥 là một nghiện của pt (*) vì….. 

• Kết luận: Vậy nghiệm tổng quát của pt (*) là  

𝑦 = 𝑥 + 𝐶𝑒−𝑥 
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Ví dụ: (2x + 1)𝑦′ = 4𝑥 + 2𝑦 (*) 

Giải. Phương trình tương đương với 

𝑦′ −
2

2𝑥 + 1
𝑦 =

4𝑥

2𝑥 + 1
 

• Nghiệm tổng quát của pt thuần nhất liên kết 𝑦′ −
2

2𝑥+1
𝑦 = 0 là: 

𝑦 = 𝐶𝑒∫
2

2𝑥+1
𝑑𝑥 = 𝐶𝑒ln |2𝑥+1| = 𝐶(2𝑥 + 1) 

• Biến thiên hằng số: Tìm nghiệm pt(*) dưới dạng: 𝑦 = 𝐶(𝑥)(2𝑥 + 1)(∗∗) 

(𝐶(𝑥)(2𝑥 + 1))
′

−
2

2𝑥 + 1
(𝐶(𝑥)(2𝑥 + 1)) =

4𝑥

2𝑥 + 1
 

⇔ 𝐶′(𝑥)(2𝑥 + 1) + 2𝐶(𝑥) − 2𝐶(𝑥) =
4𝑥

2𝑥 + 1
 

⇔ 𝐶′(𝑥) =
4𝑥

(2𝑥 + 1)2
 

⇒ 𝐶(𝑥) = ∫
4𝑥

(2𝑥 + 1)2
𝑑𝑥 = ∫(

2

(2𝑥 + 1)
−

2

(2𝑥 + 1)2
)𝑑𝑥 

              = ln|2𝑥 + 1| +
1

2𝑥+1
+ 𝐶 

• Thay vào (**), nghiệm tổng quát của phương trình là: 

𝑦 = (ln|2𝑥 + 1| +
1

2𝑥 + 1
+ 𝐶) (2𝑥 + 1) 

          = (2𝑥 + 1) ln|2𝑥 + 1| + 1 + 𝐶(2𝑥 + 1). 

 

• Phương trình Bernoulli: 
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Ví dụ: 𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 2𝑥3𝑦3 (*) 

Giải.  

• 𝑦 = 0 là nghiệm của phương trình: 

• Xét 𝑦 ≠ 0. Chia 2 về phương trình cho 𝑦3, ta được: 

𝑦′

𝑦3
+ 2𝑥

1

𝑦2
= 2𝑥3 

• Đặt 𝑧 =
1

𝑦2
.  Ta có 𝑧′ = (−2)

𝑦′

𝑦3
. 

𝑧′ − 4𝑥𝑧 = −4𝑥3(1) 

• Nghiệm tổng quát của pt thuần nhất liên kết 𝑧′ − 4𝑥𝑧 = 0 là 

𝑧 = 𝐶𝑒2𝑥2
 

• Nghiệm riêng của (1) là 𝑧 = 𝑥2 +
1

2
 

Nghiệm tổng quát của (1) là: 𝑧 = 𝑥2 +
1

2
+ 𝐶𝑒2𝑥2

. 

Dạng 2: Phương trình vi phân phân ly biến số cấp 1 
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Ví dụ: 𝑥𝑦𝑑𝑥 − (𝑥 + 1)dy = 0. 

Giải.  

• Xét 𝑦(𝑥 + 1) = 0 ⇔ [
𝑦 = 0

𝑥 + 1 = 0
 là nghiệm của phương trình. 

• Xét 𝑦(𝑥 + 1) ≠ 0. Chia 2 về phương trình cho 𝑦(𝑥 + 1), ta được: 

𝑥𝑑𝑥

𝑥 + 1
+

𝑑𝑦

𝑦
= 0. 

Lấy nguyên hàm 2 vế: 

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥 + 1
+ ∫

𝑑𝑦

𝑦
= 𝐶 

⟺ 𝑥 − ln|𝑥 + 1| + ln|𝑦| = 𝐶 

⟺ − ln 𝑒𝑥 + ln|𝑥 + 1| + ln 𝑒𝐶 = ln|𝑦| 

⟺ ln(
𝑒𝐶|𝑥 + 1|

𝑒𝑥
) = ln|𝑦| 

Hay 𝑦 =
𝐶(𝑥+1)

𝑒𝑥
 . Do vậy nghiệm tổng quát của pt là: 

[𝑦 =
𝐶(𝑥 + 1)

𝑒𝑥

𝑥 + 1 = 0

 

• Một số phương trình quy về phân ly biến số: 
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Ví dụ: 𝑦′ =
𝑥−𝑦

𝑥−2𝑦
 

Giải. 

𝑦′ =
𝑥−𝑦

𝑥−2𝑦
=

1−
𝑦

𝑥

1−
2𝑦

𝑥

(𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥.
1

𝑥
, 𝑦.

1

𝑥
)) TXĐ: 𝑥 − 2𝑦 ≠ 0 

Đặt 𝑦 = 𝑧𝑥 ⇒ 𝑦′ = 𝑧 + 𝑥𝑧′ và 𝑧 =
𝑦

𝑥
. Khi đó, ptvp tương đương với 

𝑧 + 𝑥𝑧′ =
1 − 𝑧

1 − 2𝑧
⇔ 𝑧 + 𝑥

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

1 − 𝑧

1 − 2𝑧
 

⇔ 𝑥
𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

1 − 2𝑧 + 2𝑧2

1 − 2𝑧
⇔

(1 − 2𝑧)𝑑𝑧

1 − 2𝑧 + 2𝑧2
−

𝑑𝑥

𝑥
= 0 

∫
(1 − 2𝑧)𝑑𝑧

1 − 2𝑧 + 2𝑧2
− ∫

𝑑𝑥

𝑥
= 𝐶 ⇔ −

1

2
ln(1 − 2𝑧 + 2𝑧2) − ln|x| = C 

1 − 2𝑧 + 2𝑧2 =
𝐶

𝑥2
 

Thay 𝑧 =
𝑦

𝑥
 ta nghiệm tổng quát của pt là:𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 2𝑦2 = 𝐶. 

 

Ví dụ:  (1 + 𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦 = (1 − 3𝑥 − 3𝑦)𝑑𝑥 

Giải.  
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• 1 + 𝑥 + 𝑦 = 0 không là nghiệm của phương tình. 

• Xét 1 + 𝑥 + 𝑦 ≠ 0. Phương trình trên tương đương với: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1 − 3(𝑥 + 𝑦)

1 + (𝑥 + 𝑦)
= 𝑓(𝑥 + 𝑦). 

Đặt 𝑧 = 𝑥 + 𝑦 ⇒ 𝑧′ = 1 + 𝑦′ = 1 +
1−3𝑧

1+𝑧
⇔

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

−2𝑧+2

𝑧+1
 

• NX: 𝑧 = 1 là nghiệm. 

• Xét 𝑧 ≠ 1. pt tương đương với 
(𝑧+1)𝑑𝑧

−2𝑧+2
− 𝑑𝑥 = 0, lấy nguyên hàm 

2 vế 

−
1

2
𝑧 − ln|𝑧 − 1| − 𝑥 = 𝐶. 

Từ 𝑧 = 𝑥 + 𝑦, ta có −
1

2
(3𝑥 + 𝑦) − ln|𝑥 + 𝑦 − 1| = 𝐶 hoặc 𝑥 + 𝑦 = 1. 

Dạng 3: Phương trình vi phân toàn phần cấp 1 

 

Ví dụ: (𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥)𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0. 

Giải.  

Đặt 𝑀 = 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥; 𝑁 = 2𝑥𝑦. Ta có 

𝑀𝑦
′ = 2𝑦 = 𝑁𝑥

′  

Vậy pt trên là pt vi phân toàn phần hay vế trái là vi phân toàn phần của hàm số sau:  

𝜙(𝑥, 𝑦) = ∫(𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥)𝑑𝑥

𝑥

0

+ ∫ 2.0. 𝑦𝑑𝑦

𝑦

0

=
𝑥3

3
+ 𝑥𝑦2 + 𝑥2 

Vậy nghiệm tổng quát của pt là: 
𝑥3

3
+ 𝑥𝑦2 + 𝑥2 = C. 
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Ví dụ: (𝒙 + 𝒚𝟐)𝒅𝒙 − 𝟐𝒙𝒚𝒅𝒚 = 𝟎. 

Giải. Không phải pt vi phân toàn phần. 

𝑀𝑦
′ − 𝑁𝑥

′ = 4𝑦 ⇒
𝑀𝑦

′ − 𝑁𝑥
′

𝑁
=

−2

𝑥
= 𝜑(𝑥) ⇒ 𝑝(𝑥) = 𝑒∫

−2
𝑥

𝑑𝑥 =
1

𝑥2
 

 Nhân 2 về với 𝑝(𝑥) =
1

𝑥2
 ta có: 

(
1

𝑥
+

𝑦2

𝑥2
) 𝑑𝑥 − 2

𝑦

𝑥
𝑑𝑦 = 0 

Đặt 𝑀 = (
1

𝑥
+

𝑦2

𝑥2); 𝑁 = −2
𝑦

𝑥
.  Ta có 

𝑀𝑦
′ =

2𝑦

𝑥2
= 𝑁𝑥

′  

Vậy pt trên là pt vi phân toàn phần hay vế trái là vi phân toàn phần của hàm số sau:  

𝜙(𝑥, 𝑦) = ∫
1

𝑥
𝑑𝑥

𝑥

1

+ ∫
−2𝑦

𝑥
𝑑𝑦 =

𝑦

0

ln|𝑥| −
𝑦2

𝑥
= 𝐶. 
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