PARTE PRIMA
INSIEMI

Capitolo 1. Insiemi

Un insieme & una collezione di oggetti. Ad esempio sono insiemi: (1) I'insieme
dei numeri 0, 1, 2, 3 e 4; (2) l'insieme delle soluzioni dell’equazione 2 — 1 = 0;
3) l'insieme dei punti di un piano fissato; (4) l'insieme dei numeri interi pari,
oo l'insieme dei numeri 0, 2, -2, 4, —4, 6, -6, 8, —8,.... Come mostrano
 questi esempi un insieme ¢ individuato dagli oggetti che lo costituiscono, cioé dai
suoi elementi: gli elementi del primo esempio che abbiamo visto sono cinque, €
 sono i numeri 0, 1,2,3,4; gli elementi dell’insieme delle soluzioni dell’equazione

h 72 —1=0sonoinumerile -1, e cost via. Talvolta invece di parlare di insieme
j;il:flerenm di famiglia o di classe.
Alcuni insiemi di uso particolarmente frequente in matematica vengono deno-
tati con simboli speciali. Ad esempio denotiamo

' con @ I'insieme vuoto (che non ha elementi);

con N DTinsieme dei numeri naturali (ciod Vinsieme i cul elementi sono i
numeri 0,1,2,3,4,5,...);

_  con N* l'insieme dei numeri naturali diversi da zero;

_  con 7 Vinsieme dei numeri interi (i suoi elementi sono inumeri0,1,-1,2, -2,
3,-3,4,—4,...)

con Q l'insieme dei numeri razionali (i suoi elementi sono i numeri che si
possono scrivere nella forma p/q, dove p e q sono numeri interi € ¢ =l 1
con R Dinsieme dei numeri reali (sono i numeri esprimibili in notazione ¢
decimale, eventualmente con infinite cifre dopo la virgola).

v . che & un elemento di A, e

. Z i
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B se ogni elemento di A & ancy, e
B. Per dimostrare che A C 3 ’
smpio si ha (1) A € A per oy
Inoltre si ha @ € A per og);

erazioni tra insiemi. Se A e B sono insiemi definiamo

AUB={z|z€ Aoppures € B} (unione di Ae B)

it = {r|zecAeze B} (intersezione di A e B)
ANB—{z|z€Aez¢ B} (differenza di A ¢ B)
AAB=(A\B)U (B\ A) (differenza simmetrica di A e B).
insiemi A e B si dicono disgiunti se AN B =0

Se A. B, C sono insiemi si ha

indicare che A C B e B C 4
‘elementi, vale a dire che x ¢ 4

un sotteinsierne proprio j
ca che ogni elemento di 4

appartienc ad A. Ad esempio

AU(BUC)=(AUB)UC e AN(BNC)=(ANnB)NC

opricta associativa di U e ). Pertanto si possono tralasciare le parentesi e
scrivere semplicemente AU BUC e, rispettivamente, AN BN C.

er denotare un insieme. Uy
dendoli tra parentesi graffe.
2, 3 e 4 puo essere denotato
oni dell’equazione 2 |
o anche essere denotaio cop

Dato un insieme A, l'insieme della parti di A & Vinsieme di tutti i sottoinsiemi
A. Si denota con P(A). I suoi elementi sono i sottoinsiemi di A, ciog P(A) =
| x c 4).

MPIO 1 (proprietd distributive). Dimostriamo che se A. B, C sono insiemi, al-
a
B una propriccs UN(BUC)=(ANB)U(ANC) e AU(BNC)=(AUB)N(AUE).
Ad esempio 'insiemne
Dimostriamo intanto la prima uguaglianza. Per far vedere che i due insiemi
(BUC) e (ANB)U (AN ') sono uguali si deve dimostrare che A0 (BU
}C (ANB)U(ANC) e che (ANB)U(ANC) € An(BUC). Verificare la
via inclusione, ciot dimostrare che due insiemi sono uguali facendo vedere
ciascuno dei due insiemi © sottoinsieme dell’altro, & il metodo usuale con cui
dimostra che due insiemi coincidono.
Facciamo vedere intanto che si ha AN (BUC) € (AnB)U(AN C): SEme
N(BUC), alloraz € Aex € BUC. Quindi ¢ € B oppure = € C. Pertanto
€ Aex e B,oppurex € Aex € C. Daquisiricavachex € AnBoz € ANC,
% si conclude che x € (AN B)U (ANC). Abbiamo cosi dimostrato I'inclusione
AN(BUC)C (ANB)U(ANC).
Dimostriamo ora che (AN B)U(ANC) € AN(BUC). Dato che z € (AN
'B) U (AN C), possono accadere due casi: che = € AN B oppure che z € ANC.
Sexc ANB,allorare Aexzc B. Quindiz € Aex€ BUC. Se ne deduce
 che in questo caso & € AN (BUC). Analogamente se T € ANC si deve avere che
eAexeC. Quindize Aexe BUC. Ancheinqussmcasosiottienequ'\ndi
€ AN (BUC). Pertanto in entrambi i casi € AN (BUC), e abbiamo
i aMBhe(AﬁB)U(AnC)QAﬁ(BUC).
BUC) C (ANB)U(ANC) n

sieme dei numeri interi

Pinsieme Q dei numeri

e Zeqg#0"). Quindi
li # che soddisfano la

sieme che contiene
ti distinti tra loro.
{0}} ha un solo
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3
ke R nA;:{g)‘ NA=0. o

i=1

interi positivi
e pill compatta one di unione A; U Az U --U A, di n insiemi Ay, Ay, ..., A, pud
ulteriormente al caso in cui gli insiemi di cui si costruisee I'unione
solamente n (0ssia un numero finito), bensi siano infiniti insiemi. Ad
poniamo A; = {i,i+1,i+ 2} per ogni i € Z. Quindi abbiamo infiniti
i uno per ogni numero intero ¢ € 7, e ciascun A; ha tre elementi.
M in questo caso che F = {A; | i € 7} ¢ una famiglia di insiemi A;; in
empio Vindice i appartiene all'insieme 7 dei numeri interi. B allora
: formare "unione

U A; ={z | x € A, per qualche i € 7.}

ieZ

questa notazione
addendi del tipo

() A= {@ | = € A per ognii € Z}.

o i€z

primo esempio si ha ovviamente |J A =7 e N Aa;=0.
i€Z i€Z

un altro esempio. Per ogni ¢ € N sia

Ai=lr|ovec@ s#+i}

ice i appartiene all'insieme N dei numeri naturali, ossia abbiamo un

per ogni numero naturale i. In questo caso |J A; & Uinsieme degli
iEN

che & # i per qualche i € N. Ovviamente ogni numero razionale r ha
3, e quindi |) A; = Q. Invece () A; & I'insieme degli z € Q tali
ie? €N
i per ogni i € N. Gli @ che hanno questa proprieth sono ovviamente i
nali che non sono numeri naturali. Quindi in questo caso ﬂ A=
ieN

Esercizi svolti

Hchese AC B, allora (B\ A)nA=0e (B\A)UA=B.

Per dimostrare che un certo insieme & vuoto conviene in generale
urdo, cio# supporre che sia non yuoto € dedurne una contraddi-
i questo esercizio siano A © B
A#0. Da (B\NANA#0
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B, ossia x € AN B. Abbiamo cosi dimostrato anche Uinclusione A C ANnB

dimostrato che si deye
(Ruesbo conclude la dimostrazione. [

Altri esercizi

Dato che B\ AC
gche BC (B\ A)uU 4
A oppure b ¢ A, Se
e be B\ A, e quindi
U A, e questo prova

4. Sia A = {0,1,2}. Si dica se le affermazioni che seguono sono vere o false:
()0eA;  (d) {B} € 45
(g) D C A

(a) {0} c4;  (b) {0} € A
(e) {0} € A; (f) e A;
Si dica se le affermazioni che seguono sono vere o false:
(a) V2eN; (b)vV2ZeN"; (o) VZIeZ;
(d) vV2eQ; (e)V2eR.

. Si dica se le affermazioni che seguono sono vere o false:
ezl € B
|

dereche ACC\ B,

jamo che a ¢ B. Se
do perché AN B = (.
a € C'\ B. Abbiamg

(DY e TN

el 1N,
(&) —1€R.

(d —1eQ;
Si dica se le affermazioni che seguono sono vere o false:

mo che c € A. Se
cé& AU B, da cui
Si deve avere quindi

2riee Py 2
(a)EEN, (b)ssl\, (c)aez.,

oni Sono equiva-

2 2
(d) 3 €Q; (e) 3 eR.
dica se le affermazioni che segnono sono vere o false: Y

Clz|zeN,1<z<6}
5,—4,—3, -1} ={z|z€Z -b<z<-1}\{-2k L i

c{zlzeZ x>0}
|zeR, z(z>—1)(z—2)=0}={0,1,-1,2}.

¢) sono equivalenti
 (c) implica (a).

cice se ANB =
icolare a € D.
A C B. Questa

uanti elementi ha

jeme {z [z €N, 1<c<6}?
insieme vuoto 07
uanti elementi ha
ieme {z |z € Z, D<o <1}
{z|zeR, 0<z<1}?

{40112

B, prendiamo un
B. Ma anche
di in entrambi
C AU B é vera

e proviamo
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Capitolo 2. Applicazioni
— 62);

otto cartesiano. Per definire un sistema di coordinate su una retta T &

o fissare un’orientamento su r, un’ origine (cioé un punto di r) e un’unita
surn. Fissato un sistema di coordinate sulla retta r otterremo che ad ogni
P di r resta associato un unico numero reale a (la sua coordinata) e vi-

calcolino ) 4,

ad ogni numero reale a resta associato un unico punto P della retta

a come coordinata. Otteniamo cosi quella che, come vedremo in seguito,
ama \na corre d. bi tra I'i

minino ;. 4, o

dei punti della retta r e
ne R dei numeri reali.

ogamente si procede in un piano. B noto al lettore come sia possibile de-
un sisterna di coordinate in un piano 7 dopo aver fissato due rette orientate
nali nel piano (gli assi) e un'unitda di misura. Si ottiene cosi che ad ogni
P del piano 7 resta associata un’unica coppia ordinata (a,b) di numeri
sue coordinate) e viceversa ad ogni coppia ordinata (a,b) di numeri reali
ciato un unico punto P del piano 7 avente (a,b) come coordinate. In
o si ha pertanto una corrispondenza biunivoca tra I'insieme dei punti
o 7 e linsieme { (a,b) | @,b € R} di tutte le coppie ordinate di numeri

struzione dell'insieme { (a,b) | a,b € R} delle coppie ordinate di numeri
O essere generalizzata al caso in cui gli elementi a,b nella coppia (a,b)
n numeri reali, ma elementi di due insiemi A ¢ B arbitrari. Siano quindi
e insiemi qualunque. 1l prodotto cartesiano A x B di A per B ¢ l'insieme
ppie ordinate (a,b) dove a € A e b € B, ossia

AxB={(a,b)leacA beB}

pio se A = {1,2,3} e B = {1,2}, allora

Ax B={(1,1),(2.1),(3,1),(1,2),(2,2),(3,2)}-

ordinate (a,b), (a', ') sono uguali se e solo se
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A e B, il prodotio

w i " Ad esempio la corrispondenza di 7 in % che ad ogni elemento x € 7 fa cor-
, Ay, & l'insieme

spondere 2r € Z & un'applicazione  : Z — 7. Per questa applicazione si ha
o e} ) = 2z per ogni T € %, 0, con notazione equivalente,  : T > 2z.

no n-uple ordinate.

Un altro esempio di applicazione ¢ : N — 7 si ha ponendo

c'amatica di dover far i
i di un insieme B.
‘questo piano. Se A &

, di m, possiamo far
circonferenza passante
ad (alcuni) elementi
punti interni alla
elementi di A (i
(la retta tangente
alla circonferenza)

er ogni n € N. Questa & Iapplicazione che ad ogni numero naturale n fa corri- -
sondere il suo opposto —n (che & un elemento di 7). /
Se w:A— Be un'applicazioné, Vinsieme A si dice il dominio di g, e I'insieme

si dice il codominio di . Se a € A, p(a) si chiama I'immagine di a secondo @

o il walore di p ina);se A" C A, i

P(A) ={e(@) |z e A}

immagine di A’ (secondo ¢). L'insieme (A}, ossia 'immagine di tutto il
nio, & detto anche 1'immagine dell'applicazione ¢. Se B' C B, I'insieme

¢} (B")={z|t e A, plz) € BL}

o corrispondere

inversa) di B'. Se b€ B si

SR

S 4 e
serive =" (b) invece di ¢~ ({b}). Quindi

far corrispondere

{iamo nel modo
€ B, il fatto che
€ B puo essarc
n stia in un certo
iente definizione:
ue sottoinsieme

eI =z ]z A plz)= b,

Mp1o 1. Sia A = {1,2,3}, B ={1,4,5,6}. Allora ponendo (1) =1, p(2) =
(3) = 1 si definisce un’applicazione  : A — B. In questo caso 'immagine di 2
Pimmagine di {1,2} € A ¢ p({1.2}) = {1,4}, 'immagine dell’applicazione @

}, Pantiimmagine di {1,5} & ¢~'({1,5}) = {1,8}, I'antiimmagine di {5.6}
{5,6}) = 0. le antiimmagini degli elementi 1,4 e 5 di B sono rispettivamente
@ =(13Le'@={2ee ') =0 O

n'applicazione ¢ : A — B si dice:

niettiva se per ogni a,a’ € A, p(a) = p(a') implica a =

suriettiva se per ogni b € B esiste a € A tale che pla) =b;
iettiva se & iniettiva e suriettiva.

d,

icazione biiettiva si chiama anche una biiezi (o una corrisp

iniettiva

) 2 Sia: A — B lapplicazione dell'esempio 1. Allora o non &
5 3 e

¢(3). Non & nemmeno suriettiva perché esiste nessun
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aw(n) = (') segue —(n+1)/2 = —(n' +1)/2, dacuin+1=n'+1,e
n/. Pertanto in entrambi i casi da ¢(n) = p(n') segue n = n'. e
a che i © iniettiva.
jamo che @ e suriettiva. Dobbiamo dimostrare che per ogni z € 7, esiste
‘tale che p(n) = z. Sia z € Z. Se z > 0, poniamo n = 2z. Alloran € N
pertanto ¢(n) = ¢(2z) = (22)/2 = 2. Se invece z < 0, poniamo n =
Si osservi che in questo caso n € N perché dato che z < 0 & un intero,
' che z < —1, e quindi —22 > 2, da cui n = —2z — 1 > 1. Pertanto
ﬁ:em positivo, e in particolare n € N. Inoltre n = —2z — 1 & dispar
@(—2z — 1) = —((—2z — 1) +1)/2 = 2. Questo prova che ¢ & anche
=
Sia ¢ ¢ A — B un’applicazione. Si dimostri che:
fe A!, A" C A, allora ¢(A' U A") = ¢(A)) Up(A"); ;
A AY € A, allora (A’ N A") C p(A) Np(A"); 3
B, B C B, allora p~(B'UB") = o~ (B ) U "(B");
B, B" C B, allora ¢~ (B’ 0 B") = ¢ L(B') N1 (B");
BCB, allora o' (B\ B') = A\ ¢ '(B");
I C A, allora A’ C o~} (p(A);
C B, allora p(¢™!(B")) € B'.
. (a) Mostriamo che p(A'U A”) C p(A")Up(A”). Sey € @(A U A" s
y=(x) conz e A'UA". Allora x € A’ oppure z € A", da cui y =
A") oppure y = p(z) € p(A"). In entrambi i casi y € e(A) Up(A”).
amo che p(A') U p(4") € p(A' U A”). Se y € p(A) U p(A"), allora
oppure y € ¢(A”). Se y € p(A") allora y = p(x) per qualche = € Alse
‘a maggior ragione y = (x) per qualche x € A"UA”. Se invece y € (A",
ip(x) con @ € A”, e quindi anche in questo caso y = (x) per qualche
#. Quindi in entrambi i casi y = p(z) per qualche z € A'U AllE
€ p(A"UA").
‘@(A’ N A"); allora y = p(x) per qualche x € ANA". Day= np(.r) e
che y € p(A). Day=p(x) e x € A” segue che y € p(A"”). Quindi
NN e(A”").
@ ' (B'UB"). Allora p(z) € B'UB", dacui p(z) € B oppure IPS:E) =
e che € ¢~ (B') oppure x € ¢~ '(B"). In entrambi i casi a:”E
1(B"). Questo dimostra che ¢~ ' (B'U B") Cp Y(BYUp (B )
che @~!(B")U p~(B") C ¢ '(B'U B") basta ripercorrere in

2z per oghi x € N
ﬂm) = 1(z'), allora
& suriettiva, perché, ad

) =0ep(z)=1r—1s
mentre ¢ & suriettiva

¥

x + 1 per ogni z ¢
orax+1=x'+1,
wo@:‘é'?.. si ha

La(@) = a per ogni
ficare che 14 & una

uguali se ¢ solo

A in B si denota

— P(X) definita

che per ogni
x(Y"), allora
ercizio 1.15)

| ragionamento.
7). Allo € B'nB", dacui g(z) € B e p(z) € B".
H 'l’(-'f)l R ) 1(3 n Ip"l(B"")
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Per dimostrare che ‘e b sono numeri reali ¢ a < b, denotiamo con [a,h) e Ja. b gli insiemi

genso inverso il ra-
e
w(z) ¢ B'. Quindi
, facendo vedere che
o

ez |z€R, a<xz<b} e Ja,b={z|zecR, a<m<bl

Wenhev Sia ¢ : R — R definita da ¢(r) = sin per ogni z € R. Si de-
R), 2(0), 2((07/2]), ([0, 7]). o71(0), ¢ (1), p=1(2), ©1(10, 1),
10

un esempio di due insiemi A e B, di un sottoinsieme A’ C A e di
62 A — B tali che A' C =2(p(4). ¥

ZB'). Ne segue che
o= )(B\ B'). Questo

un esempio di due insiemi A e B, di un sottoinsieme B CBedi
one ¢ : A — B tali che p(p~'(B")) c B

} =9 (p(A).

u-: che se ¢ : A — B & un’applicazione ¢ B' C B, allora |
= B'np(A). ,

= {a,b,c.d} e B = {x,y, z} due insiemi di quattro e tre elementi

T L’appliC\aZi"“e fA i B definita da f(a) = x, f(b) =y, flc) = |

& iniettiva? E suriettiva? E biiettiva?

one ¢ : R — R definita da o(r) = «? + 15 per ogni z € R &

suriettiva? E biiettiva? \

|
={z |z €R, z>0} Lapplicazione ¢ : Rt — Rt definita da
15 per ogni x € Rt & iniettiva? E suriettiva? E biiettiva?

N — {0.1,2,3} I'applicazione definita da

0 sen e pari,
f(n) = 1 sen & dispari multiplo di 3, |
2 sen & dispari e non & multiplo di 3.

f & iniettiva? B suriettiva? E biiettiva? E
B sono insiemi non vuoti, sia m4 : A x B — A definita da i
er ogni @ € A, b € B. Si provi che 7,4 & un’applicazione suriet-

e 75 : A x B — B definita da mg(a,b) = b per ogni a € A,

ione suriettiva.

nima:AxB — Aerp: Ax B — B sichiamano, rispettivamente,
woniche di A x B su A e su B. Si osservi che a rigore avremmo
((a,b)) per denotare I'immagine della coppia (a.b). In realta




N

© 8B-08-10250 1, 3. APPLICAZIONI COMPOSTE 17

tenzione che non vale il viceversa della proposizione 3.1. Ad esempio
se:A— Bey:B — C sono applicazioni e Yop:A—=Ce
2 tp €3 sono entrambe iniettive. Per convincersene hasta considerare
@: N — Z definita da p(n) = n perognineNe: 7 —
4p(z) = 2° per ogni z € Z. Allora 4 o ?: N — Z & definita da
'\"("‘) —=n? per ogni n 1= \ € questa & iniettiva perchése n,n’ € N e
W"‘F)(ﬂ) allora n? = n'2, dacuin — o’ (perché n.n' > 0). Invece
gtiva perché (1 )w( n. *

sione di A in 3

ni. Sia h: A

A— Bevy:B—C sono applicazioni e
& suriettiva allora <,7 © ¥ sono entrambe suriettive. Ad esempio
ﬁ applicazioni ¢ : N — N definita da y(n) = 2n per ogni neN
definita da ¥(n) = 0 per ogni n € N. Allora o : N — {0} &
 @)(n) = ¥(2n) = 0 per ognin e N, e quindi ¥ o & suriettiva.
suriettiva, perché ad esempio non esiste nessun n. € N per il quale

ogni coppia di
) =

ogni coppia di parziale della proposizione 3.1 si veda l'esercizio 3.2,

%t B — C,w:C — D sono tre applicazioni, allora wo (1o p) =
& possibile usare la notazione w o1 o (o piti brevemente

puind
colo di ambiguita.

2. Sia p : A > B un’applicazione. Si supponga che esistano
Wy, Y2 : B — A tali che Y100 =14 ¢ poypy = p. Allora

menti rispetti-

3. Un'applicazione ¢ : A — B ¢ biiettiva se e solo se esiste
8B > Ataleche op=14 eporh=1p.

e biiettiva ¢ : A — B, per ogni b € B esiste un unico
che go(a) =b B quindi possibile definire un’altra applicazione
e di un elemento b € B & I'unico a € A tale che p(a) = b.
£7! ed & detta 1'applicazione inversa di

3 Ma I'appli-
a € A ¢ detta
i in luogo

sohto denotata con ¢
ogni applicazione biiettiva ¢ : A — B V'applicazione inversa
efinita, per ogni a € A, b€ B, da ¢ '(b) = a se e solo se

lare I'applicazione inversa di una biiezione ¢ : A — B si pud
nel modo seguente: dall’espressione (a) = b che definisce
he fornisce b in funzione di a si cerca di ricavare a in funzione
, che associa ad ogni b 'a cosl ricavato e I'applicazione nversa

{a|a€R, a>0}. Consideriamo I'applicazione ¢ :
) = a® per ogni a € R*. Mostriamo che ¢ & una
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8M, Siano @1 : A— B
=1 elpov) ' =¢

$2: B — C due applicazioni biiettive,

+ e p(a) = p(a'), allor,
(@ & suriettiva perche
Quindi © & una biic.
pla) = b che definisce
a,b € RY). Ricavand,
Rt — R definita
della v. O

ata un'applicazione
azioni distinte con due
tocon ' : B — Al'applicazione inversa (che esiste solo quando
Se i & invece un’applicazione qualsiasi, con ©~(B") e =1 (b)
0 le antiimmagini del sottoinsieme B' © B ¢ (gl Pelemento b € B.
di un sottoinsieme o di un elemento del codominio sono definite
one, non soltanto per le biiezioni.

A = B abbiamo impiegato il simbolo

ignificati distinti. Se % & una biiezione

¢ B — A & linversa
A € woY =5
eche o ! =y,
inita da v() = =° +

plicazione ¢ : R —
o dimostrare che
3 e ig hanno tutte

4 & un insieme e 14 : A — A ¢ lapplicazione identica. allora
Bl cia=14. O

X un insieme e sia x : P(X) — P(X) V'applicazione definita da
* per ogni Y € P(X) (esercizio 2.1). Allora X°X = tp(x), in quanto
i), cioe per ogni ¥ C X, si ha (yox)(Y) = x(x(Y)) = (X \
Bl Y — (p(x)(Y):- Daxox = ipx sideduce immediatamente
peechex '=x. O

Esercizi svolti

» B un'applicazione. Siprovichese 14: A — Aey:B— B
oni identiche di A e di B rispettivamente, allora
POoLy=LpOp=0p.

che le tre applicazioni ¢ c v, tp o v e p hanno tutte Uinsieme
e l'insieme B come codominio. Inoltre per ogni a € A si ha
(u)) = pla) e (tow)(a) = tr(pla)) = p(a). Quindi pory =

A— Be: B — C applicazioni. Si dimostri che:

ettiva, allora o & iniettiva:
jettiva, allora v & suriettiva.

poniamo che 1 © @ sia iniettiva. Dobbiamo dimostrare che se

; ‘Ap(a,’), allora a = a'. Da p(a) = p(a') segue che ¥(p(a)) =
o p)(a) = (¥ o p)(a'). Dato che per ipotesi ¥ c ¢ & iniettiva, se

a'. Quindi anche ¢ & iniettiva.

rare che per ogni ¢ € C esiste b € B tale che 1(b) = c.

elemento ¢ € C. Dato che 1/ o p & suriettiva, esiste a € A

— ¢. Se si pone b= p(a) si ha quindi ¥(b) = ¥(pla)) =

a che ¢ & suriettiva. O

possiede

-\




emento.|

di un’applicazione © : N — N iniettiva e non suriettiva

un’applicazione ¢ : N — N suriettiva e non iniettiva.

3
|
3. APPLICAZIONT c
© B8-08- 1025 - T el
Segue dall’esercizio 3.2 (b) o dal fatto o |
/ @ PR A e e
g denotano le applic,, i L
Lgo@=¢. po che ¢ : A — B sia un'applicazione surietti
| um elemento a € A tale che o(a) — Gring va. Aliora per
UA; LB O € i coincid, un elemento di A, chiamiamolo (), ¢ ale ‘.!!" T osni BB
e dominiy € B un tale elemento yi(b) € A, resty fm'nm' Sl
e . s v tesla def a un'y At
) _w(m(u)) ela @(W(b)) = b per ogni b € B, ciot: tale che ., . = ll‘ill“":'““‘
a) = (t8 ° ¥)(a) per POV = rHi By
A Altri esercizi
ponendo (z) Bl
le applicazioni ¢ : N — N* definita da o(g) = ¢ .
— 7 definita da ¥(n) = —n per gy n /Y\ . S l1t b
o > B & € N7, Si determini
y,' ciok se e soly osta o p. Trale applicazioni p, ) ¢y ¢ quali sono iniettive? |
servi poi che ponendo 1
me ¥ : R — R. Tal RERg
ar 0 le applicazioni
; \
e. Si provi che Ic R o) = T peromizeR, l| :
|
1 e >0,
Z. T) = e T =
. R—Z, W(x) 0 sez=0, |
—1 sex<0.
;r‘&‘et]zjato che one compost;i W o¢p. Trale applicazioni ¢, i e 1o ¢ quali |
@ iniettiva, per tive? biiettive? |
amente un G
B 4 tale che non vuoto. Si considerino le applicazioni
W A, mi(a,b) = a per ogni (a,b) € A x A,
— P(A), e(a)={a} perogniae A
one composta £ o m . Tra le applicazioni 7, £ e com
jettive? biiettive?
ere il caso in cui A ha esattamente un elemento da quello «l\
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+ A un’applicazione. Si provi che

= A,

non vuoto ed f: A
tono due sottoinsiemi B e C di A tali che BUC

f(b) = b per ogni b€ B
9:B—C, h : A — C tre applicazioni tali che go f = h.

© 88-08- 1025

jettiva allora g(B) = h(A).
e 2 A N S,\(.f”-“f +%y

Rk [ 04S¢ | W
i L

.
principio di induzione e altre proprieta dei

numeri interi

tiva ma non biiettiy;,
B = t4A, Ma esist —_

p(n) = n + 1 per ognj
& determinino tutte |

foln) =n — 1lsen >,

determinino tutte ]
interi, numeri primi. Se a,b € 7 e b # 0, esiste un'u-

eri interi tali che
a=bgt+tr e 0<r<bl.

il quoto ed 7 si dice il resto della divisione di a per b. (Qui
or denotare il modulo di b; per la definizione di modulo o

& suriettiva,
a, ma o v non o

numero reale si veda I'Esercizio 4.1.)

che b divide a o che b ¢é un divisore di a o che a é un
e b| a) se esiste c € 7 tale che a = be. Un numero p € Z

osep#Lp#-lei suoi divisori sono solo 1,—1,p,—p.

ma 1 o ¢ non &

2 0, 1 e —1 non sono numeri primi, mentre 2, =2, 3, =3, 5 e

ALE DELL'ARITMETICA. Ogni numero intero a # 0.
mi (non necessariamente distinti). Tale fattorizz
nel senso sequente: se

oy e L a=q1q2"""9qs
i di a ove p1,P2;-- - Pr 01,02, (s SOMO NUMETL primi,
no riordinare i fattori in modo che

|prl = larl-

= lail, [pal = la2l-

i calcolino le
sore, minimo comune multiplo. Siano a. b due numeri

i, Un numero intero d € 7, si dice un tnassimo comun

se valgono le seguenti proprieta:

allora ¢ | d.
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1

1956 = 36 - 54 + 12;
Allora esi- 36=12-3

= aa + Gb. wd
5 non nullo) & il MCD positivo di 1956  1992. [

rambi nulli, ¢
= e il MCD positivo di 987654321 e 98765432

nto a, b hanno
987654321 = 98765432 - 10 + 1;

| 98765432 = 1 - 9BTE5432.

o & 1, cio® i due numeri sono primi tra loro. O

intero m si
proprieta:

one. Ricordiamo il

NE [PmMA FORMA). Siang € 7 e sin P un’asserzione sui

. Supp che siano soddisfatte le sequenti due condi-
\

due numeri
T'opposto MUMETo To;

n > ng, se P & vera per il numero n.— 1 allora P ¢ vera per

ogni nuinero intero n = ng.

dimostrare che il principio di induzione nella forma appena

¢ al principio di induzione enunciato nella forma seguente: |
|

ZIONE (SECONDA FORMA). Siang € Z € sia P un'asserzione |
n > no- Supponiamo che siano soddisfatte le seguenti due

2

NUMETo Mo;
n > no, se P ¢ vera per ogni numero t soddisfacent

& vera per il numero 1.

te ang =

ogni numero intero n > ng.

sione da dimostrare potra essere pill conveniente far uso

e in una o nell’altra forma.

no che la somma dei primi n numeri interl positivi & n(n+

il
1+2+3+~-+n="—(%—)»

i
T_‘L“l)- & vera

-ghel’\;gungha.nznl+2+3+-'
anguaghanzasmverapern

1, dobbiamo
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1 la somma nel menyy,, )

wddendo uguale
1)

a 1; quingj

i r sex >0,
nel e
2l membrg 4, —z sex <0

ogni 2,y € R si ha |z + 4| < |z| + |y| e lzy| = |a| Tyl

ora che 'iguaglianz, o,
: n‘ Allora

neuendo i quattro casi r > 0ey >0, 2> 0ey <0, r<0e
< 0, si ha:

5 i L
e y = 0,alloraz+y>0ery>0,dacuilz+yl == -
. n_ n(n; L i I+ = S

cipio di induzione ; L i R e R

& —y < x—y=|r|+|y. Quindi si ha sia che
+ |y|. Pertanto |z + | < |2| + |yl. Inoltre

| = —zy = x(—y) = |=[ly.

y=0e simile al precedente.

naturali dispari ¢ 7,

i n - 1) — 2
vera per n — |,
nel membro 4
ale a 1; quindi
il caso n = |
dei primi
R (- 1)°
=3)]+(@2n—1) -
 addendi. Per i]
n. O
gtz

& ly] e oyl = 2y = (—2)(-y) =zl jy|. O

se a, b sono due numeri interi entrambi non nulli, allora esiste
aeh

7 — {ax |z € Z} e bZ = {by |y € Z} gli insiemi di tutti i
e b rispettivamente, e consideriamo Uinsieme S = aZ O bZ N
'N* ed S # 0 perché |a| - [b] € S. Sia m il piti piccolo degli
jamo che il numero positivo T & un mem di a e b. Intanto
aZ e b | m perché m € bZ.

chealcebl|c Dividiamo ¢ per m. Allora ¢ = gm + 1 con
< m. Datochea|cea|m, sihachea divide anche e —gm =1,
Analogamente r € bZ. Se per assurdo fosse r > 0, allora

S, e questo & assurdo perché r < m ed m era stato scelto
i S. Quindi deve essere 1 = 0. da cui ¢ = gm, ossia m | ¢
m & un minimo comune multiplo positivodiaeb. O

per ogni

14 gnt2n
Mostriamo |
“13 divide
intero e

e 13 divida ¢ se a,b sono due numeri interi entrambi non nulli, allora a e

due mem, uno opposto all’altro.

“m’ due mem di a e b. Osserviamo intanto che m ed m' sono

se fosse ad esempio m = 0. allora 0 dovrebbe dividere ogni

E(h multiplo sia di a che di b, come ad esempio ab, e questo
n pud dividere il numero ab # 0. Questo prova che m #0.
due mem di a e b, neseguecheperognicEZtaleche
o a|m eb|m. Quindi m | m'. Analogamente
m'y per opportuni &,y € Z. In particolare

£

o
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allora £ < h, perché se pes

A 0> 8 e .

+ e £! = £ = hY, e questa & una contraddizione perché

ey -hl=ci: 1 o2 4c3 84 e Aty - hY

i 4 T Cp-hi,e
ere n nella forma desiderata (supponendo, come ;\!D“um

Jen-1=0). O :

surdo fosse £ > h, allora r =

zy = 1, da cuj

legge n fattorialc)
Altri esercizi
oto e il resto della divisione di —202 per 20?

ri che 0 | a se e solo se a = 0.

dimostri che per
|0el|aper ogni a € 7.

strichea|lsee solo se a =1 oppure a = —1.
seabp€ 7., p & primo e p | ab, allora p | a oppure p | b.

= (1+1)-1,
fondamentale dell’aritmetica.|

numero h — 1,

stri che per il numero reale /7 si ha /n € 7 oppure
3, /5, +/6, VT, V&, VI0,... ¢ Q.
rare che se /n € Q allora y/n € Zy

mte algoritmo di Euclide il MCD positivo delle seguenti

o somma 2 +4+6+ - 4+ 9n dei primi n numeri interi

)

G 3 el 1
Jiﬁmlonesunchegnzk-2 it

per ogni intero n>2siha
1 L 1 yajahl
D D

sione che n? > 11n — 30 per ogni intero 7

huzione che

> 5.

‘ogninzlsiha.
42 2

nz
BT =t +2)
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anitolo 5. Numeri complessi

C=RxRe chiamiamo numeri complesst gli elementi
b), dove a e b sono numeri reali. Datl due numeri

(a’,b"), definiamo la loro somma e il loro prodotto
,b+'h') e 22 = (ad —bb',ab/ +ba').

eC=RxR si ha:
42+ 2" (associativita dell’addizione);
mmutativita dell’addizione);
dispari. [mocim:i\rith della moltiplicazione);
o tativita della moltiplicazione);
i ¢ 72" (dist!ibut'lv'ltia della moltiplicazione rispetto all’addi-

R

a forma de-
seguente: se
-
h, d; <
).h ed; =0

(0,0);

) = (1,0).

; a —b

, allora (a, b)(m, o
mo le proprieta (a), (¢), (d)s (e), (i) lasciando le veri- 1
asserzioni al lettore. \

((a{,bl) ue (a",b")) ol (a.b) L (ul + L+ B = \

(o +a"), b+ + ) =
o) +a, b+t + b") = (
a,b) + (2, 0)) + (a",b") =(z+ it

e ahn el ) = il

",b")) s (ﬂ,b)(ﬂ/a” i b'b”.a'b” +td) =
: e b(ﬂ’b" i b'a")\u(a’b" +bla’)+ b(a‘(l" _HHY)) =
Bl = bb'a",m"b" e ablal + Rkl bbb
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o che se a,b € R, il numero complesso a + ib & :
: > uguale

)=
+ ba')a"") =
a" + ba'a”).

& (0,1)(5,0) = (a.0) +(0,b) = (a.). DO
| biamo visto nell'esempio 3 si ha che

= {(a,b) la,beRY} = {a+ibla,be R}

gi @+ ib e c + id sono uguali (qui a,b,c,d € R) se e solo

e la notazione a -+ ib permette di operare secondo le regole
elle del lemma 5.1) tenendo presente che i* = —1 =

+i3) + (—4+ iV32) = -3 +i(3 + V2);
is) — (—4+iv2) =5+i(- Va):
3= i12+ 23VE = (-4 -3 + (V2 —12);
i) - V2 —i12+3V2
+i\/§)(-4—@\/§) TERrEE
LaVE)Hi-VE-12) 443/2 V212
18 18 e
o proceduto per dividere due numeri complessi, cioé per
ib una frazione del tipo (e i !,
T
e+if #£0, valea dire che i due
1l metodo consiste nel moltipli-

£

. Qui intendiamo ovvia-

f siano numeri reali e che
Jon siano entrambi nulli.

e : ¢ d
che il denominatore della frazione ” +)-E per il comples-

ciog per il numero complesso € — if. Si ha quindi che

). In questo modo la fraz

)
“ominatore (e +if)(e — if) & il numero reale positivo

ione data viene trasformata

3 4+ 4i) 34 4i46i—8 —5+10¢ 1 5
- "=ty 0
+ A1) 9+ 16 25 D

me C dei numeri complessi e l'insieme dei punti del

associa il punto P di coor-

umero complesso &+ ib
ere quindi rapprcseﬁtati

eri complessi possono ess
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B sono due mumeri interi, si ha z, = z, 1
3 o } zh = zj 8€ e solo se
i sin(2hm/n) = sin(2h'w/n), clob se e solo se

® B8-08 1025

stanza o del pun-

numero compless, ohr  2WT

EotT ok
n n
o k, vale a dire se ¢ solo se h — h' = nk per qualch
i R alche
se e solo se h e I differiscono per un multiplo intero
le radici n-

no di Argand-Gauss viene descritta dalla proposizione

esime distinte dell'unita sono esattamente n

an = 1 un numero intero fissato. Le radici n-esime del-
ate nel plano di Argand-Gauss dai vertici del poligono

itto nella circonferenza di centro Porigine e raggio 1 e

ici nel punto z = 1.

@ e dalla semiretta
3 di z, e si ha

Esercizi svolti

I a.hrigonomctrica i numeri complessi i, —i, 1 —i, 1= iv3

a (detta forma 1 ;
qero reale negativo.

i. Si noti che
per i numeri
di 27, cioe

do i nel piano di Argand-Gauss (& il punto (0,1) del
i % e che il

diatamente che 'argomento dii

rva imme
i—1 cosw+i'1'") I
g1 - Z tisin—)=cosy in —
2 2 0S 2 7SI 2
i : L B
il prodotto e subito che Iargomento di —ie % e che il suo modulo
(. LA i:-z)_ i T
2 mBZ ’Em2 —&,52 ihmE—.
% 5 T SR 5
_ i si ha invece che l'argomento € —'1 ¢ il modulo &

(o (3 (D).

s e w :
S (——) -+ isin (— —)) e 5=>5(cos0+ isin0) -

a3 3
& —a eilsuo argomento
sinm) & la scrittura in forma trigonometrica
& errata se a & un pUmere

ro reale negativo, il modulo di a

(fensw+'i
risposta o =a(cos[l+is'm(])

i
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jrealie f(z) = a0 +oi1x+as2? 4 - 4,0 un polinomio

Bl ,a,..:x?no numeri reali. Si dimostriche se z = a4ibe C \
amio, ciok se f(z) = 0, allora anche il complesso coniugato
radice del polinomio.
ostrare nell’ordine
- i
A2 |

le goluzioni dell’equazione 22 4+1=0in(
nel piano di Argand-Gauss tali soluzioni e si mostri che
7' di un quadrato inscritto nella circonferenza di centro 'o-

] \:p:opOSizi.une seguente: |
ero intero fissato, Uequazione z"
Esse sono rappresentate nel piano di Argand-Gauss dai
i 1 lati inscritto nella circonferenza di centro

= —1 ha esattamente n

yno regolare d
' Tale poligono ¢ simmetrico rispetto all’asse reale. Sen €

; vertici ¢ nel punto z = il

Capitolo 6. Matrici

numeri interi. Una matrice m x n ad elementi reali & una

Qm1 @m2 Om3 Amn

@12, - -2 0mn disposti in m righe ed n colonne. Spesso

semplicemente con il simbolo (a;;), in quanto questo
te le dimensioni delle formule.
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righe della seconda matrice 3

] 0)‘ n,(” 13
D -1.-2 0

0 0 1

i 0 1 0
il 0

=1 —1 1

A+B,A+C, AB, AC.

em Xn, e nella matrice
+ B che appare nell,
nto a;; di posto (i, j)

RS 1 k2 03\ (1 31 3
s 0+0 -1-3)° (1 1 0 7)

B )0 £ 0-(-1) 1-0+2-1+4-- o
B0 0-1+(-1)- (-1 30 O R )’

B

@y 1z -2 O

a;n 622 .- O
= 3 .

Ap) Om2 .-+ Omn

didedi Bela
dotto (scalare) AA ponendo

Aayn Aoz - Ain
Aazy  Adpy .- Mazn
AA= i : £ .

Aimi Am2 <o Admn

si dice anche una matrice
(as;) ghi elementi asi, ciot gl
di colonna, si dice che stanno sulla diagona

e B & definito solo quando la prima matrice A ha t
A ha tante

quadrata di ordine n. In una
i elementi per i quali lindice
le principale.

s
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ero reale, A & una matrice m x n o
- A(AB) = A(AB);

QlEICi; ponendo by = 1se i=j, ¢ 5,
o il simbolo di Kronecker). Per ogni num,

B & una matrice n % P,

:Il>c>:=j|il

ativa dell’addizion.)

{ ) intero positivo
n I (o con Iy .p quando sari Decessario essere pii precisi)
3 sCisi

ata di ordine m definita da | = (615, cioe 1
enti uguali a zero eccetto quelli syl
| 4 uno:

@ matrice avente

a diagonale prine ipale

attwa dell’addizione).

0 ¢on Omxn quando say;,
tutti i suoi elemen;

o
-

B lm = gl 0 ™ righe
0 0 1
——

y m colonne
m % n siha LnxmA = Al = A (esercizio 6.8).

tivo p e ogni matrice quadrata A poniamo AP = AA .

p volte
e il prodotto righe per colonne di A per sé stessa p volte.

P00

elementi sono gli

Bl 1

.Perp=2siha

00 B 0. 0 060 0
) 10 0)= 000
i TR A gl

asserto sia vero per p— 1, cioé che AP~

-2
0.0 0 000 G0

: 000 B 0= 0.0 0]. O
rice p X q, i1 e i1 ZLO0K

me righe

man=

_1 0 0)]. Dimostriamo per induzione su p che per

(@ij), la matrice trasposta A™ di A & la
nto di posto (i, j) & 'elemento a;; di posto (3, i) nella
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biando le righe e le colony,

case A" = A, ciot sc q,; — ,,

- .
La matrice [ 2 0 1
Rl o

due insiemi con un numer,
essere descritta mediang,
Ap = (0ij), dove g;; = |

righe per colonne,
nxpeC &una

‘,matrioe A, con
ento di po-
nella matrice
A(BC) &
posto (i, k)
ella matri-

| A(BC) e

6. MATRICL

Altri esercizi

¢ i eseguano le operazioni indicate:
e — 0 B0
B — ) i (0 o
000 —2 12
01 0l+10 1 2).
00 1 0
Si eseguano le operazioni indicate:

e )( )

; il 0N s :
1 = = AB e BA.
6.5. Siano A = (1 0) eB (1 1). Si calcolino e

[Si osservi che AB # BA)

43
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Vinversa dell’alira s

A=Ae AL, = 4 \ j
solose BA=1,., ) ]

PARTE SECONDA
INSIEMI E RELAZIONI

Capitolo 7. Equivalenze e partizioni

\bbiamo visto nel capitolo 2, una corrispondenze di un insieme A in
B & un sottoinsieme del prodotto cartesiano A x B. 1sottoinsiemi di

le corrispondenze di A in A, si chiamano anche relazioni su A (o in
una relazione su A, ossia g C A x A, e a,a € A, invece di scrivere
suole scrivere a pa’. “

oy

Sia A = N. Se consideriamo

pe* denota
6={(z.)|zyeN, a=2}

x N e quindi & & una relazione su N. Invece di scrivere (x,y) €8s
scrivere @ & y; quindi, se z,y € N, scrivere x § y equivale a scrivere che
cio che « @ il doppio di y. Avremmo quindi potuto definire questa rela-
non descrivendola come sottoinsieme di N x N, ma dicendo “sull’'insieme i \
' consideriamo la relazione § definita ponendo, per ogni z,y € N, zbdyse

o 4
. Sull'insieme C consideriamo la relazione p definita ponendo, per
C,zpz selz| =|2|, ciotse ze »' hanno lo stesso modulo. Vedendo
j in modo piit formale come sottoinsieme di € x C si ha quindi che

-} o

onsideri I'ap-

p={(z2)%7 €C, |z

relazione o su un insieme A pud essere molto utile, soprattutto i
nito, ciot quando A h mero finito di elementi,
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disegna un io ' ; : X
Iﬂfﬂ arco orientay,, enza (o relazione di equivalenza) su A & una relazione riflessiva,
ppresenta a al puy,, ica e transitiva su A. Le equival vengono indi in genere con

ith. Definiamo una
b. Allora A pud esser,

Fissiamo un sistema di coordinate cartesiane ortogonali su un piano
no con A Pinsieme dei punti di . Definiamo una relazione ~ su A
e P,Q € A, P~ Q se P eQ hanno la stessa ordinata. Allora:

sione ~ & riflessiva, perché per ogni P € A i punti P e P hanno la

ata;

~ @ simmetrica, perché se P,Q € A e i punti P e @ hanno la
ordinata, allora anche Q e P hanno la stessa ordinata, cioe Q ~ P;

~ & transitiva; infatti, se Z,Q.R€ A, P~ Q e @ ~ R, allora
stessa ordinata sia i punti P e Q che i punti Q ed R. Pertanto s
la stessa ordinata, ciot P ~ R.

& una relazione di equivalenza sull’insieme A. O

. Nell’esempio 1 era stata definita una relazione & sull'insieme N po-

ogni ¢,y € N, z 6y se x = 2y. La relazione & non & riflessiva (perché
che = 2z per ogni @ € N), non & simmetrica (perché non & vero che,
yeEN,sex=2y allora y = 27) e non & transitiva (perché da x =2y
non segue in generale che = = 22). O

rappresentati ne| i
lo 5. Ma questo |
A avrebbe potuto

Nell’esempio 2 abbiamo incontrato la relazione p su C definita po-
ogni 2,2/ € C, zp 2 se 2| = |Z/|. Allora

one p & riflessiva, perché per ogni z € C si ha |z| = |z|, ciok z j 23

ne 4 & simmetrica, perché se z,2' € Cezp 2, allora |z| = |2/, da
= |2|, ossia 2 123

jone p & transitiva; infatti, se 2,2,2" € C, zp2 e 2 p2, allora
2| e || = ||, da cui |z = ||, cio® z u 2"

una relazione di equivalenza sull'insieme LB

. Sia A un insieme qual La relazione di uguagli = sull'in-
wita da a = b se a e b coincidono, & ovviamente riflessiva (a = a per
simmetrica (se a = b allora b=a) e transitiva (se a=beb=c¢
¢). Quindi = & una relazi di equival sullinsi A

Sia f : A — B un’applicazione. Defini una relazione ~5 su A
ogni 7,y € A, © ~y y e flz) = f(y). Alora:

~j @ riflessiva, perché per ogni z € A st ha f(z) = f(x) ciod
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Ry Y~ 2, allor,
T ~f 2 kgl =) Cu=C
= b =10,

nza associata ad f XeF aER
E a0

e la (b) vale. Infine se Cy,Cp € F e Cy # Cp, allora o # B, da
= () (perché non ci pud essere un numero complesso il cui modulo
raneamente uguale sia ad a che a 4). Questo prova anche la (c).
una partizione di C. O

Sia A = 7 x 7 Vinsieme delle coppie di numeri interi. Per ogni
o z poniamo X; = {(z,y) € Zx Z |z +y = z}. Mostriamo che
'€ 7.} & una partizione di 7 x 7.

nti X, di F sono sottoinsiemi non vuoti di Z x Z, perché ad esempio
‘Questo mostra che vale la (a) della definizione di partizione. Inoltre

Ux=UUx.=zx%
XeFr 2€Z i
e la (b) vale. Infine se 2.z’ € Z e X, # X.r, allora 2 # z', da cui

() (perché non ci pub essere una coppia () di interi la cui somma
aneamente sia z che 2'). Quindi F & una partizione di Z x Z.; 1 \

la classe di equivalen.,
chiaro di quale equiy,
go di [a]~.) Definian,,
A moduo ~. E allor,
da m(a) = [a]~ per ogy;
: (0 protezione canonicq)

2 su C ponendo, per

e & > 0 indichia-
, cioe dei numer;
enza di centro
1 me quoziente
— C/p & definita
peia ad ogni 2z €
l modulo di z. [

3. Sia R V'insieme dei numeri reali positivi e poniamo A = RExRE \
imero reale a > 0 poniamo |

X, = {(z,y) e RT x R* |y=ax?}.

che F = { Xa | a € RT } & una partizione di R* x Rt.
i X, di F sono insiemi non vuoti (ad esempio per ogni a > 0 si ha

X.). Po

elazione di ugua-
A. In questo caso si

Ux:Uxa:R“fo*, \
Xer agR+
,égni(z,y)eR+ x RT si ha che (z,) € Xa dmrea=%. Infine se

.+ X, allora a # b, da cui Xa 11X, = 0 (perché se (2,y) € XaNXp, \

’ey:ba:’,dacuiuxz:bz",edessmdnz#Osiricavachea=b,

). Pertanto F & una partizione di Rbx Rt

1. Sia A un insieme non vuoto.

‘un’equivalenza su A, allora Uinsieme quoziente A/~ & una parHMe

one di A, dllora la relazione ~F st A definita ponendo,
e esiste X € chea € X eb_exv,( :
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_ Allorac € lal~ e ¢ e [bl~: € 3
rind.i~seguechea~c,edaquesmedac~b i
sto in (a) si conclude pertanto

© 88- :
08-10250.5

. do corrispondere | s % g
e e ad
pd.rt me F su A Teqyi
; elle equivalenze s, 1”7
equivalen: i
5 Z8. ~ 7 associaty
iz se e s0lo se esisi
cioe e
se e solo se stany,,

jone di equivalenza s1 A asso-
ide con

o e solo se ~ coIne

azione e ~ 1a relaz
¢ iniettiva s

che f:A— B sia un’applicazione injettiva. Per dimo-
nze ~f € = coincidono si deve provare che per ogni
'esnl_noea=a'. Sea~fa’,a!loraf(u)—-—j[u‘),dacui. |
of. Viceversa se &= o', allora dalla riflessivita di ~g st i
Questo dimostra che la due relazioni ~5 €= coincidono-

e che ~; coincida con la relazione di =e
iniettiva. Se a,ad €Ae fla) = f(a'), allora per come &
ma ~;‘coincide con =, € quindi ¢ = o', Pert

ORFISMO PER GLI Ingip
b Ser~; ¢ l’uquz‘vu[r-n:'n
5y se f() = f(y) .

commutativo il diq.

mf als

. on vokl, Nel prodotto castesianc 4 X B si definisca
L (a.), (@, b) € Ax B, (@B~

3 i

{5

= AxB}= {[(a,0)]~ |a€Ab ‘e“B‘}
f 14}

che a ~ a, segue

[b]~ verificando
ar~be dala

~ si ha che
la]~. Questo

e quindi
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= {~1,0,1,2,3} e p la relazione su A definita, per ogni a,b € A,
2 4 b2 = 1. La relazione p @ riflessiva? Simmetrica? Transitiva? B
a? Si disegni il grafo orientato che rappresenta la relazione o.

gni a,b € C, a ~x b s
‘ha pertanto a ~x b s
ia se e solo se esiste
se e solo se |a| = [b|,
beC,daa~rbsee

A — B un’applicazione e ~; la relazione di equivalenza su A asso-
Si dimostri che se A’ C A, allora
FHAA) = U lal~g.

prry

=z per ogni v € R.
A un insieme, f:7 — Aun’ ione e ~ la relazi di equi-
associata ad f.

i che ~ & la relazione banale w su 7 (ciot la relazione definita
per ogni coppia di numeri interi , ) se e solo se f & costante, cioe
€ A tale che f(z) = a per ogni r € Z.

tri che se ~y & la relazione di nguaglianza =, allora I'insieme Ae
, ciot ha infiniti elementi distinti.

R ed R gli insiemi dei numeri reali e dei numeri reali non nul- i
e. Si consideri applicazione ¥ : R* — R definita da ¥(a) = \ 2
per ogni a € R*.

ostri che 4 () € {y,y™'} per ogni y R, y £ 0. '
ri che |y~ '(y)| < 2 per ogni y € R.

inino tutti gli y € R tali che [v~'(y)| = 1.

Pequivalenza su R* associata a 1, si dimostri che per ogni a,be R*

~y b se e solo se (a— b)(ab—1) =0.

={gloeR, g>0} Si dimostri che se per ogni € R si pone

sp+ising) [ o € R}, ot se X, & Vinsieme di tutti i numeri com-

i aventi argomento ¢, allora F = {X;lpeR}&éuna partizione

{0}

F e G due partizioni di un insieme A. Si definisca

& suriettiva

indi f non ©

‘FAG:{FOG1F€F,GEG,FOG#@}.

» F A G & una partizione dell’insieme A

izione di B. Sia G =

f: A — B un'applicazione ed F una part
di A,

KeF, [LX)#£0} S dimostri che G & una partizione
. A — A I'applicazione identica di A. Qual &
ata a 14?7 Nella notazione dell’enuncia-
gli insiemi come & definita

un insieme € LA
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-

Si noti che se a,b € Z., si ha [a] = [b] se e solo se a =, b. Si noti anche

[al={=z|z€?, r=pa)l={z|z€Z, ndividex—a}=
= 4 ={:r:|Ifa=nqperqualcheq€'/,}:
a re 3

1 resto ={Il:=a+nqperqualcheq62}:

. —{atmng|lgeZ}.

o intero fissato.
0 n, e scriviamo a = )

. Sen =1 ¢ un numero intero fissato e =, ¢ la congruenza modulo
=n = {000, (1), 12],.... ,In— 11} e gli elementi [0}, 1], 2}, ..., [n—1)
sono tutti distinti tra loro. In particolare Z./=, é un insieme avente
n elementi.

one. Chiaramente linsieme Z/=, = {[a] | a € 7.} contiene {[o}, 1],

1]}. Viceversa fissiamo un clemento la] di Z/=,, dove a denota
intero, e mostriamo che [a] € {[0},[1],[2],---,[n — 1]}. Dividiamo il

oapern;sihaa=ng+rcongrée 7.e0<r < n. Alloran divide
, e quindi a =, r. Ne segue che [a] = [rl. Ma0 <7 <n,equindi r
numeri 0,1,2,...,n — 1. Pertanto [a] = [r] € {[0, (11,422 b e
cusi dimostrato che Z/=n = {[0],1],[2),...,[n - 1]}.

vedere ora che gli n elementi [0], (1], [2],-.-,[n — 1] di Z[=n sono

tra loro. Supponiamo che i ¢ j siano due numeri interi con 0 £ i <
. dimostriamo che [i] # [j]. Sihaj—i<j<n-1 e j—i > 0. Pertanto
< n, e quindi n non divide j — i (perché n divide 0,7, 2n, 3n, . .., ma non
n numero strettamente compreso tra 0 e n). Quindi j #n i,  pertanto
6Qussm dimostra che gli n elementi [0}, [1], (2],...,[n — 1] di 7./=n sono
tra loro e che quindi 7./=, ha esattamente n elementi. O

=b. Pern=1
 modulo 0 coincide
modulo 1 coincide

10d (—n)). Quindi d’ora
lita che n > 0, e anzi,
‘esempio 2), potremo

verificare che si

Sia n = 5. Le classi di equivalenza di 7 modulo =5 sono:

divide a —a =
ol={...,—20,~15,-10, -5,0,5,10,15,20,...},
11 ={...,—19.—14,—9,-4,1,6,11,16,21,...},
2 ={,..,718,—13,—8,—3,2,7,12,17,22,...},
Bl=—1. 17127 93 8,13;18;23; )
[4]={.,.,—16,wil,—ﬁ,—1,4,9,14,19,24,...}. a

), ﬁlo ra 1 divide
—a, ossia b =, a.
‘=, c, allora n

a (a—b) +

abbastanza comodo di
= come un insieme di n oggetti distinti [ol,

{1 2,
o

visualizzare l'insieme Z/=n con n = 1
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€ Zconn > 0. Si provi che £ = y (mod n) se e solo se il resto
£ per n & uguale al resto della divisione di y per n.

dividonozeypernsihacher =qnir y=gntr,0<r<n
opportuni g.7,q',1" € 7.

d n), alloran dividex —y = qn+r—qgn—r' = (g—dn+r—r.
(g — ¢')n, se ne deduce che n divide anche la differenza r — ol
ne0<r <nsegue che —n < r —7' < n. Dato che unico
nente compreso tra —n ed n che sia divisibile per n & 0, si ricava
o che r = 1. Pertanto il resto della divisione di z per n & uguale
one di y per n.

amo r = r'. Allora

o )
carte ad n giocatori
al giocatore (0], il
i via fino al numero
giro continuiamo
re [0], il numero
s1 via per tutti i
ma questa volta
o —2 al giocatore
1) al giocatore
o modo a (0]
] vengono dati i
., a [2] vengono
B € piu in
Pertanto ad
di equivalenza
numeri interi
1]}, si vede
uivalenza di o

z—y=(m+r)-(gn+r)=@-dn

n, e quindi 7=y (modn). O

eseabcdeZ . a=bh (mod n) e c=d (mod n), alloraa+c=
ac = bd (mod n).

(modn)ec=d (madn)seguechen\(aub)enl(c—d).
0 u,v € 7 tali che a —b=nuec—d=nv. Ma allora (@ +¢) —
)+(c-d)=m|+nv:n(u+u), da cuin | ((a+e) — (b+d),
+d (mod n). Inoltre essendo a = b+ nu e ¢ = d + nw, si ottiene
)(d + nv) = bd + n(bv + ud + nuv). Quindi n | (ac — bd), vale a
odn). O

che se n,m = 1 sono numeri naturali ed n divide m, ponendo

si da una buona definizi di un’applicazione @ : Z/=m —

se a,b e Z e [a]=,, = [b]=,, allora la)=, = [b}=,. Si dimostri pol
azione p & suriettiva.

o a,b € Z tali che [a]=,, = [bl=,.- Allora a = b (mod m), cloé
qualche t € Z. Man divide m. cioé m = kn per qualche intero
— tkn, da cuin | (a—b), ossia a = b (mod n). Se ne conclude
Questo prova che ponendo o(lal=,,) = lal=, per ogni lal=,. €
definizione di un’applicazi \p:Z/E,,.-aZ,’E,..
y = fal=, per au
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azione @ & iniettiva?
;pplicazione & suriettiva?

'[m,n] il mem positive (;
mod n) se e solo se g = |

n = 1 e k numeri interi fissati. Si consideri I'applicazione i
f=n definita da f(la]) = [ka] per ogni a € 7.
tri che l'applicazione f & ben definita, ciob che se a, b € Z e [a] = [b],
ka) = [kb]-
i che f & iniettiva se e solo se n e k sono primi tra loro.
tri che f & suriettiva se e solo se I'equazione kz = b (mod n) ha
oluzione in 7 per ogni b € 7.
tri I'equazione kx = b (mod n) ha una soluzione in 7. per ogni
se e solo se n e k sono primi tra loro.

n sono primi tra loro, da

7" =1 (mod 8) se n ¢

plicazione r : 7. — 7/,
« per n”. Si dimostri

Capitolo 9. Cardinalita di insiemi -

modulo n;
A ¢ B si dicono equipotenti, o che hanno la stessa cardinalitd,
biiezione di A in B. Se A & un insieme finito, ciok se A contiene

o finito di elementi, il numero degli elementi di A & un numero
mato la cardinalita di A (e denotato con |A| o con card A). Un
A 0 ha cardinalita 0 (e questo avviene se e solo se A = 0) oppure
n > 1 (e questo avviene se e solo se A & equipotente al sottoin-
..,n—1} di N). Se A e B sono insiemi finiti disgiunti, & chiaro
|A] + |B|. Da questo segue che piti in generale se A e B sono in-
n necessariamente disgiunti), allora |AU B| + |AN Bl = || +1B|

fissato. Si defini-

si da una buona
‘e b sono numeri
T'applicazione v

ibile dimostrare che se A e B sono insiemi finiti si ha |Ax Bl =
— B4, ove A x B e B* sono rispettivamente il prodotto carte-

or B e l'insieme di tutte le applicazioni di A in B. Inoltre (esercizi 9.3
un insieme finito si ha [P(4)] = 241, e se A & un insieme finito di
¢i sono n! biiezioni di A in A.

A si dice infinito se non & finito, ossia se contiene infiniti elementi
pio N, Z, Q ed R sono insiemi infiniti. § ;
& numerabile se & equipotente all‘insieme N dei numeri naturali.

di equivalenza
i tra loro
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na biiezione ¢ : N . r 'altra implicazione supponiamo invece che esista un'applica-

: @ : N — A. Per U'esercizio 3.6 esiste un’applicazione ¢ : A — N

14. Dato che Papplicazione composta w o 1) = ¢4 & iniettiva,

one 1 & iniettiva (vedi esercizio 3.2 (a)). Quindi 'applicazione
4) definita da W'(a) = (a) per ogni e € A (1 & applicazione
restringendo il codominio a Y(A)) & una biiezione. Ma allora A
. a ¢(A), e per la proposizione 9.1 %(A) € N deve essere finito o
Quindi anche A & finito o mumerabile. O

rabile. Pit in gene-
numerabile.

finito o numerabile

a S & numerabile,
te un'applicazione

9.3, Se A=, A, dove gli insiemi A; sono finiti o numera-
€ I e Vinsieme degli indici I ¢ finito o numerabile, allora anche
o numerabile.

Si pub evidentemente supporre che tutti ghi insiemi I e A; siano
ora in base al lemma 9.2 esiste per ogni i € I un’applicazione
5 A; ed esiste un’applicazione suriettiva ¥ : N — I. Siano
... tutti gli elementi di N che sono numeri primi e sia § = (ol

e di tutti i numeri naturali che sono potenze ad esponente intero

| primo. Definiamo un’applicazione f : § — A = J,.; A; ponendo
(k)‘(t)' Allora f & un’applicazione suriettiva che manda le potenze di
la proposizione 9.1 I'insieme infinito S & numerabile, ¢ dunque
one g : N — S. Se ne deduce che fog: N — A un’'applicazione
ndi Vinsieme A & finito o numerabile per il lemma 9.2. O

linsieme S &
tra N ed S,

una biiezione
) = 3(n) per
il codominio
a1~1(B),
bile. Quindi

triamo che Q* = {g € Q| ¢ >0} & numerabile. Per ogni n €
o —2—~, -—3-—,. i o Tinsieme dei numeri razionali positivi
n'n-1n-2 1
e scritti come una frazione in cui la somma del numeratore e
een+1 Ogni A, &un insieme finito di cardinalita n e quindi
& un insieme numerabile per la proposizione 93.. 0

tri che Q & numerabile. Abbiamo visto nell'esempio prece-

{geQ|q>0} & un insieme numerabile. Se O~ ={q€ Q|
Q- & numerabile (si consideri la bilezione Qt - Q-, x+— —x).
Q+u Q- U {0}, unione di due insiemi numerabili e di un insieme
eme numerabile per la proposizione 9.3. O

erabile se ¢

Esercizi svolti

o insiemi finiti, si provi che |AU B| + AN B| = |4 + |Bl.

AnB| =AU +14ANB| =
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ero k tale che 1 <k <n—1.

n—1\__ (n=1) G
)*’( k ) e =

L iy v
3 (k-l)!(n—l—k)!(n—k"ri):

(s i R
k—1)m—1-K! (n—-Kkk

v k'.(nn‘— il (Tc) 2

to dimostrato nell'esercizio precedente ha un'interessante interpreta-
trica. Supponiamo di scrivere 1 coefficienti binomiali disponendoli
lo illimitato (detto triangolo di Tartaglia o triangolo di Pascal) nel
nte:

A + |B| in quanto (B

A, sono insiemi finiti .

i ha che Uil A = 4, «
a da dimostrare valg,
i, e proviamo l'identity

‘a due disgiunti, cioi

caso U?:‘I Aie A,
M A,) = 0. Quindi
esi induttiva appli-
B mangVuR

o prova l'identita

@
(o) 2
o) 4] 2)
(6] @) @) )
@ @) () @ b
@) 6] () W] 2

A en=IA. Si

P4 =1=2"
i che n sia un nu-

— 1 elementi abbia
g mento ap € A.
itenerlo. I sot-
sottoinsiemi
potesi indutti-
o SU {ag} ove
, per ipotesi
=27 ciot

3

0 n

il primo e 'ultimo coefficiente binomiale su ogni riga del triangolo di

ono ugnali a 1, cio® tutti i coofficienti binomiali sui due lati obliqui del
S

o uguali a 1. Per quanto riguarda invece i coefficienti binomiali i

| triangolo si osservi che 1 coefficienti binomiall immediatamente

e 1) e ("— 1), e per Desercizio precedente

k
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olo & la somma dei g,
- sopra. Questo permet,
facilmente il valore (.

cola di un certo tipo di macchina fotografica & una sequenza di sette
i i primi due sono lettere dell'alfabeto, ghi ultimi cingue sono cifre
1.. prima & diversa da zero, e 'ultima puo essere solo 0 o 1. Quante
quwto tipo esistono?

{ ¢ B due insiemi finiti, non vuoti e disgiunti, con m ed n clementi
te.

coppie (a,b) si possono costruire con a € A e b e B?

coppie (a,a’) si possono costruire con a € Ae a' € A7

coppie (a,a’) si possono costruire cona € A, o' € Aea# a'?
insiemi {a,a'} si possono costruire cona € A, o' € Aea# a'?
insiemi {a, b} si possono costruire cona € Aebe B?

insiemi {x,y} si possono costruireconz € A,y e AUBex# 1

ati modi & possibile mettere in fila indiana 10 bambini?

stri che se A e B sono insiemi finiti, |A| = m e |B| = n, allora il
applicazioni iniettive di Ain B & 0sem >n, ed & nlf(n—m) =
—m+2)(n-m+3)--(n-1jnsem<n.

e quali sono le relazioni di equivalenza su un insieme X se

solo elemento?

e elementi’

i che se A e B sono insiemi numerabili, anche A x B &un insieme

e. Per ogni suo sottoinsieme S C A, consideriamo la fun-
{0,1} cosi definita:

b 0 sea€A\S,
sl 1 sea€s.

i coefficienti
lui noti dalle

Xg si chiama la funzione caratteristica del sottoinsieme S di A.
un’applicazione o : P(A) — — {0,1}* dallinsieme delle parti di A

tucl:te le applicazioni di A in {0,1} ponendo a(S) = Xxs per ogni

- & una biiezione.
azione inversa ¢! : {0,1}* — P(A)?
isieme ﬁmﬁa LAY b Vinsleme dﬂ“‘*l’“‘%
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B g
to usuale su N*). La relazione < & un ordinamento parziale

0 gik fatto vedere no]
= ell’e-
: senso da noi appena definito in quanto:

(perché per ogni © € N* si ha o < x);
etrica (perché se o,y € N*, 2 < y e y < z, allora x = y);
5 (perchése z,y,z€ N z<yey<zallorar< e

e su it che un insier, .
nalita k.

n(ﬂfk)

suo asse verticale |

‘ancora N* T'insieme dei numeri naturali positivi. Su N* defi-
(si legge “la relazione divide”) ponendo, per ogni o,y € N*
7 tale che za = y. La relazione | & un ordinamento parziale
quanto:

:):c""‘y" per ogni
(perché per ogniz € N* si ha x -1 =z e quindi z | z).

ica (perché se z,y € N*, x| y e y | z, allora esistono a,b € 7,
yeyb=r. Ne segue che a > 0, b > 0 e y = ra = yba; essendo
i che 1 = ba, e quindi a = b = 1. Pertanto r = y).
(perché se ,y,z € N", x| y e y | 2, esistono a,b € 7 tali che
2. Ne segue che zab = yb = z e ab € Z, e pertanto x It I,

natamente i valori
no sviluppando
i binomiali.

sullinsieme N* definiamo ora una relazione ¢ ponendo, per

yse — < ; Anche questa relazione p & un ordinamento
nto:

perognin > 1. e 1
perché per ogni = € N* si ha; < — e quindi & p x).
= o

. ? 4, 1 e

PR B
— — e pertanto & = y).

y 2 1 poslisnl sl

hése z,y,2 € N", zpyeyozallora —< —e-<=,@

T

Ne segue che z gz). O

cui & definito un ordinamento parziale g si dice un insie-
0. Come mostrano gl esempi 1, 2 e 3, su uno stesso
definiti vari ordinamenti parziali. Per indicare che si
ordinato A dotato di un certo ordinamento parziale o
insieme ordinato come (A, ). Quindi nell’esempio 1 ab-
me parzialmente ordinato (N*, <), nell’esempio 2 1'insie-
(N*, 1), nell’esempio 3 Dinsieme parzialmente ordinato
3 ben chiaro quale ordi to p si sta iderando
ire che A & un insieme parzialmente ordinato
ial t 1i sottointendendo

e per ogni

<
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| insieme parzialmente ordinato e B C A, allora anche B risulta
parzialmente ordinato (se b < b' nell'insieme parzialmente ordi-
B si pone b < b’ anche nell'insieme parzialmente ordinato B). Si
che B ¢ I'insieme parzialmente ordinato ottenuto restringendo
ziale di A a B, o anche che 'ordinamento di A ha indotto un
. In questo caso diremo che B & un sottoinsieme ordinato di A.

-
ordinamento totale (,
e (A,<) & un insieme
X diremo che (A, <
a si ha che (N*, <)
on € un insieme tota)-
divide 2.

omomorfismo di in-
che x < y implica

‘A = R & l'insieme dei numeri reali ordinato mediante Vordina-
(_cioé Yordine totale su R con cui si considerano usualmente
teali) e B = N, allora l'ordinamento indotto su N* dall’ordi-
R & l'ordinamento usuale di N* da noi gia studiato nell’esem-

|
,}ﬂfﬂtﬂﬂtl ep:A— N* Dinsieme dei numeri naturali positivi e | Uordinamento .‘
ito nell’esempio 2. Sia
insiemi ordinati: B={2"|ne N} N* |
nze di 2 a esponente intero positivo. Allora:
(a). Siano GAS indotto su B restringendo I'ordinamento | di N* & un ordi-
llora p(x) = ©(y) e =
i

3
to indotto su B dall’ordinamento | di IN* coincide con V'ordina-
tto su B dall’'ordinamento usuale < di N*; b
pep:N*“— B definita da @(n) = 2" per ogni n € N* & un iso-
i insiemi ordinati tra l'insieme ordinato (N*, <) e il sottoinsieme

di (N, ). O

insieme parzialmente ordinato, definiamo una relazione g su A
a,be A agbse b < a. Allora p & un ordine parziale su A in

'p— 1

& omomor-
o p(x) <

= ¢(y), V'ap-
 che anche I'ap-
Bez .y c A e
))- Ma dato
z=p"'(r)
stra che anche
i

\ (perché per ogni a € Asihaa<aequindiaga).

etrica (perché se a.be A apbebpa, allorab<aeas b; ne

b per P'antisimmetria di <).
‘per(:hésea,b,c € A,apbeboc,

e che a o ¢).

A viene usualmente denotato con = ed & det

e (A=)
a entram-
di insiemi

allorab<aec<be quindi

to I'ordine par-

4

i e parzialmente ordinato. Un elemento a € A si dice un
per ogni x € A, mentre si dice un massimo di A se a = e
nto @ € A si dice un elemento minimale di A se per ogm
: a, mentre si dice un elemento massimale di A

m:n.SeBgA,unelememouEA
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. siderino gli insiemi parzialmente ordinati rappresentati nella
dice 'estremo inferio;,
emo inferiore di B .
eAdiBsihaa <,
< bperognibe B,
ib€E B sihaa < g
mo superiore di BB o¢
Pmrinre di B se e solg

 proprieta che a’' > |,

d n punti

B D c !
\

che abbiamo gia consi-
Figura 10.1 ‘

ero 1, in quanto 1 | n
un ng € N* tale che
di N* (perché se
imali (perché per
Cerchiamo l'estremo
positivi: 1 mino-
i pari, e quindi
ché 1| 2. Quindi
che sono divisi
n N*, e quindi, a

mente ordinato A sihaa<c c<e c<g Inveceagh
on ¢’& una linea spezzata dal basso verso l'alto dal punto che
nto che rappresenta b, né dal punto che rappresenta d al punto

0 & totalmente ordinato (perché ad esempio a £ b e b £ a), i
_B & totale. L'insieme parzialmente ordinato C' & l'insieme A
parziale inverso dell’ordinamento di A.

ordini totali su insiemi finiti si noti che dato un qualunque in- \
dinato con n elementi, il diagramma che lo rappresenta dovra
n punti allineati verticalmente, ciod dovra essere il diagram-
mente ordinato D. Quindi tutti gli insiemi totalmente

iori di 1, sia
). Mostriamo

imo. Intanto ; e msiemi
2. Invece gli 3 sono isomorfi a D. Ne segue che due insiemi totalmente
e D si jsomorfi se e solo se sono equipotenti, 0

riamo che almente ordinato A si dice bene ordinato se ogni sottoinsieme

da2eda minimo. Ad esempio N con Vordine usuale & un insieme par-
on € A con . mentre 7, Q ed R con gh ordinamenti usuali non sono bene

d esempio, non hanno minimo). Ogni sottoinsieme ordinato di
dinato & bene ordinato. Ogni insieme bene ordinato & total-
ché se A & un insieme bene ordinato e a,b € A il sottoinsieme
mo; se tale minimo & a, allora a < b: se invece il minimo & b,
A & totalmente ordinato.)

ogline

oprieta, ne

Esercizi svolti

parti di A. Se X,Y € P(A),
ieme di Y, resta definita una

I'insieme delle
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:N x N — N definita da o(a,b) = 2°3° per ogni (a,b) €

nte ordinato. e
i 1 & un omomorfismo di insiemi ordinati di (N x N, <) nel-
ente ordinato se e soly o meri naturali dotato dell’'ordine usuale < i

i

e insiemi non vuoti. Si consideri 'insieme F i cui elementi
(i, f) dove X & un sottoinsieme di Aed f: X — B &
| definisca una relazione < su F ponendo, se (X, f) e (Y.g)
X, ) < (Y,g9) se X CY ed f(z) = g(x) per ogni z € X
ordinamento parziale su F. Si dimostri che gli elementi
) tutti e soli gli elementi (X, f) € F peri quali X = A.

i€ X allora X =Y,
, allora X C Z.

mte ordinato. Se a, b e 4

{P(A) & totale, si ha ¢}, e \
i con un solo elemento, |, io di un insieme totalmente ordinato A avente un elemento \
ude che @ = b. Quest, rietd: linsieme totalmente ordinato A ha minimo ma il \
linato A\ {e} non ha minimo.
|

Se A & I'insie
e quindi & certament,
ttamente un elemento

0 caso P(A) ¢ un

abbiamo fatto osservare che due insiemi finiti totalmente
se e solo se sono equipotenti. Questo non vale per gli
inati infiniti. Si dimostri infatti che:

mente ordinati (N, <) e (Z, <) con i loro ordinamenti usuali
,ma N e 7 sono equipotenti.

i'che se A ha un R i {
1a. ur %, z# 0} C R & ordinato dall'ordinamento indotto dal- |

e di R, allora A & equipotente sia a N che a 7, ma non \
<) néa (7).
_un quarto esempio di un insieme totalmente ordinato nume-

isomorfo né a N, né a Z,né ad A.

'< a' perché a &y
simmetria dells

tri che se un sot-
0 superiore

insiemi parzialmente ordinati rappresentati nella figu-

fatti seguenti (qui alcune delle cose da provare si dimo-

ando un’occhiata ai diagrammi di Aedi By

A B definita da p(a) = a’, ¢(b) = V', wlc) = c,pld) =
— ', p(g) =g &un omomorfismo di insiemi ordinati,

mo superiore i
minimo di M.
& unico. [} Y
} di A con Pordine indotto dall'ordine di A non &

d} di A con V'ordine indotto dall’ordine di A & total-

mo di A, mentre A non ha minimo:

e di A& g, gli elementi minimali di A sono a e b;
insieme {a, b,c} di A sono ¢,d, e, f,g; non esi-
:3 in A5 :
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€ tale minimo & ¢. Quing; . .
on esiste l'estremo inferio,, d

emo inferiore & ¢,

ell’esercizio 10.5 e sia G ),

Capitolo 11. Reticoli

G in F, allora per ogp;
gla).
ogni a € X NY si abhiy

zialmente ordinato (L, <) si dice un reticolo se per ogn x,y €

{z,y} di L ha estremi inferiore e superiore in L. Si & visto 1
che Vestremo superiore, se esiste, € unico, e lo stesso avviene

i Se .y sono elementi di un insieme parzialmente ordinato \
inferiore di {x,y} con = Ay, e Vestremo superiore di {z,y}

o le definizioni di estremo superiore ed inferiore, si ha quindi

jalmente ordinato (L, <) & un reticolo se e solo se per ogni

due elementi VvV y,z Ay € L tali che:

' :geguante: per ogni q ¢
ponga w(a) = fla). Si

pia (S, @) & I'estrem

se e solo se per ogni B e <z allorazVy<z
o

-almeno due element;
C) e si ponga B =

zez<y aloraz<zAy. |

striamo che se z,y sono elementi di un insieme parzialmente ’\

enti affermazioni sono equivalenti:
Z.

<
0.
emo inferiore o
i < S che x < Y.
delle parti di che s ha sempre = Ay < y, dalla (a) segue che x <y
BIne i amchea:/\y:xsideve far vedere che x <z, che T < ¥,
55 zez<uy,alloraz <. Queste tre condizioni sono tutte
ficate sotto L'ipotesi (b).
trare che oV y = y si deve far vedere che T <y chey<wy,
zey<zalloray < z. Queste tre condizioni sono tutte
te sotto lipotesi (b).
ha sempre @ < @V y, dalla (¢) segue chex<y. O

imali e gli
calcolino, se
L,<) é un reticolo e T.Y,2 € L allora

T AY=yYAT;

Ay nz) = (@A Az



© 88081095

TV g) =,
'insieme parzialmente ording;
to caso per ogni XV p.‘ e
AY =XnNY.
> e l'intersezione valgoy,
ima dell’esempio 1. pe; |‘
gni

!

i R in R. Nell'insieme
S f =g se f(2) < g,
gﬂ in quanto:

'z e Rsiha f(z) < f(4

1= f, allora f(z) < g(x)
;g(z) per ogni r € R
o

, allora f(z) < g(x) «
Z) per ogni x € R,

g ei.l;ni.uore tra i duc
tiamo con fVg: R — &
da

(@), 902}

A g cosi definite
, g} dell'insieme
O

d Z. Ad esempio
umeri interi pa-
btz ) ¢ Pac (7).
10d0 Poc () 1i-

(Z) non &

11. RETICOLI T

mi infiniti contenuti sia in P che in D, se ne deduce che Vestre-
P, D} in ("Pm(&).g) non esiste. Quindi 'insieme parzialmente
C) non & un reticolo. O

)gni insieme totalmente ordinato & un reticolo, in quanto se z,y € A
te ordinato, allora 0 o < y oppure = > y. Se xz <y ;);‘I
FAy=zexVy=y. Seinvece z > y, allora « A y.*_" ye

nciato sui reticoli, I'enunciato duale A* di A si ottiene da A
Ol Z,AconVchmf\‘

A & Penunciato “Per ogni x € L esiste y € L tale che z < 7, il
nciato “Per ogni = € L esiste y € L tale che © > y ._ :

to “Se z € L, allora per ogni y € L si ha x < y oppure z Ay #

* & I'enunciato “Se x € L, allora per ogni y € Lsihax > y

to “SexV(yAz) =l(.x:V-y) A (zV z) per ogni z,y,2 € L, allora
YV (z Az) per ogniz,y,z € L, il suo duale C* & 'enunciato
y=(zAy)V (x A 2) per ogni z,y,z € L, allora zV (y A z) = (zV
iy e L7.

0 “Per ogni o,y € Lsihasny=yAzeavy=yVa,
'D* & Venunciato “Per ogni z,y € LsihacVy=yVaze
questo caso si noti come D si possa considerare equivalente a
ia essenzialmente un enunciato “autoduale”.

o “Per ogni z,y € L si ha z <y oppure r > y", allora il suo
o “Per ogni z,y € L si ha x > y oppure ¢ < S

TA PER I RETICOLL Se A ¢ un enunciato vero per ogni Te-
4l suo enunciato duale A* & vero per ogni reticolo.

8.0, D, E gl enunciati dell'esempio 6. Allora: A & vero
ta prendere come y lo stesso elemento ), e quindi anche
icolo per il principio di dualita dei reticoli; I'enunciato Be
hé Ay # T equivale a T £ y in base a quanto abbiamo
), e quindi anche B* & vero per il principio di dualita dei
e 11.2 vedremo che C & vero in ogni reticolo, e quindi il
D & vero in ogui reticolo (proposizione 11.1), e quindi
o & evidente perché D & autoduale. Invece E
o per gli insiemi totalmente ordinati. O

o
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o reticolo L si dice un automorfismo di L. Si vede facilmente
tra due reticoli & un isomorfismo di reticoli se e solo se & ‘

. . . A i By ol se e un
ai-n:u pa.!;zla:lfrx'ente D‘dedh‘ Se esiste un isomorfismo di reticoli
i L e L' si dicono isomorfi.

incipio di dualita per Teticy)
r un reticolo L, allor; m(*\‘.‘
. Che questo non sia v, :
r € L tale che x < y pe ..f-.y
L ¢'& un minimo”, & v,
ze L taleche x>y,
in(N.<). O

affermazioni sono equivale,

ni

m reticolo ¢ distributivo se e solo se non ha sottoreticoli iso

oli

Ny M,

i ‘minimo viene di solito indicato con il simbolo 0 e il massimo |
Un reticolo si dice limitato se ha un massimo e un minimo. In ﬁ
o L un elemento a si dice un complemento di un elemento b se
0. Un reticolo si dice complernentato se & limitato ed ogni suo

ietd equivalenti del,

che se U e N denotan

jeta distributive di
Silieticolo (P(4), ) dlu: o:mplemento. Un reticolo si dice un reticolo di Boole se
F istributivo. .

rop

jcolo (N, <) ha minimo (il numero naturale 0), ma non ha ;
n & un reticolo limitato. O 8

ato nella figura 11.1
& distributivo perché
]

ticolo (P(A), C) degli esempi 2 ¢ 9 & un reticolo limitato perché \

& A) e un minimo (I'insieme #). Mostriamo che per ogni

ni o A\X di P(A) & il complemento di X nel reticolo (P(A), C). |
o XV (A\X)=1e X A(A\X)=0. E infatti si ha che

\X)=A=1eXA(A\X):XD(A\X}=m:U. Quindi 1

o complementato. Come abbiamo visto nell'esempio 9 tale

tributivo, e quindi (P(A),C) & un reticolo di Boole. O

amo lintervallo

[1,2={z|s€R, Ll a2}

icolo di L se
rdine usuale su [-1,2]. L'insieme ([-1, 2], <) & totalmente
me abbiamo visto nell'esempio 5 & un reticolo. Si tratta
olo limitato (il massimo & il numero reale 2 e il minimo &
fismo di ¢ non & complementato (gli unici suot elementi che hanno \
, ciog che p;.meri Ele2). O |

i di reticoli

§
S
reticolo distributivo e limitato un elemento ha un

to € unico.
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di Boole ogni c‘lt‘ll\l‘lllu ha ' AL
el b) = ((a' Ab) Aa)V ((a Ab) AB) =
AV (0 A AD) = (0AV)V (@ AD)=0v D=0,
‘prima formula. Per la seconda si pud procedere in modo
iento massimale. Si provi ), Altri esercizi
Teizi

relazione di uguaglianza = su un insieme A.

| un elemento z € L. A,

gz Va=a. Per quay, & un insieme parzialmente ordinato.
mo cosi dimostrato o, tutti gli elementi di (A, =) sono sia massimali che minimali. !‘
ha almeno due elementi, allora (A, =) non & un reticolo. l

; 0 & Punico complemey, \
=10, {1}, {2}, {1.2,3}. {1.2.4}. {1,2,3,4}}
o dell’altro. Si dey, dall’inclusione C.
te uguaglianze seguon, i ;
, Vestremo inferiore del suo sottoinsieme .
do vedere che se = © |, B ({1251, {1,2,4}}. i
|

3 :l ?:‘Adll 1: ;H;:]‘ e parzialmente ordinato (A, C) & un reticolo.
Si considerino i seguenti due enunciati A e B:
che per ogni y € L si ha o <y oppure z =y’.
echeseyc LerAy=zalloraz <y’

in modo analo-

b b i A e B sono veri per ogni reticolo L.
sty =
el nciati A* e B*, duali di A ¢ B.

B =a' V.

g reticolo distributivo, a € L un elemento fissato, e p: L —
il eomplemento da @(x) =z V a per ogui x € L. Si dimostri che ¢ & un

AfaVb) =0

seguenti affermazioni sono equivalenti -
y di reticoli;
tale minimo;

cazione identica.

, z2>0, z|70} l'insieme dei divisori interi positivi di

in D definita, per ogni 2,2/ € Z da z | 2’ se z divide 2 |
che 2/ = zk.) L
fismo tra i reticoli (D, 1) e (P({1,2,3}),S)-
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' che -(A, <) & un reticolo distributivo i . -
si hn( (X, Y)v (XY = (IX"LL“;".‘;:’LJU;/'()u:, ]I“XI :g\”,‘
Y. St
massimo e il minimo di A.

@ complementato?

& isomorfo al reticolo (P({a,b.c}), <

e il reticolo P(X) sia isop,
orfi,

y?
_' delle applicazioni f : R — R tali che 0 < f(x) < 1 per
o A si definisca un ordinamento parziale < ponendo, per
f(z) < g(z) per ogni x € R. o
e parziu‘rnente ordinato (A, <) & un reticolo.

& limitato?

pplicazione definita da f(r) =Operogniz < le f(z) =1 ‘
&1 calcoli il complemento dell’elemento f nel reticolo h’:L <). !

ti i sottoinsiemi infiniti ;
mediante I'inclusion

ato (L,C) si ha, per g

© complementato”

un insieme infinito,

Eeo. (C, <) due reticoli di Boole ed f : B — C un omomorfismo

ciod un’applicazione tale che f(0g) = 0c. fg)=1¢, flzV
Ay = flz) A f(y) per ogni x,y € B.

(') = (f(x))' per ognix € B.

| f(z) =0c}. 1
Eerrogniz,yeK. ¢

¢ A ererogni:cEKengﬂiye B.

equivalenza su B associata ad f, ciot la relazione d'equi-

o, per ogni .Y € B,z ~j5yse f(z)= f(y). Sull'insieme

a una relazione < ponendo, se T,y € B, (e}~ = Wi~

un reticolo.

pper il quale Z\ A ¢ vy,
plemento in L. Pertant,

ez, z2<0}cD
D=De (2Z.,vD
n & distributivo.

elementi sono tutii
te I'inclusione
& limitato.

Ja relazione = su B/~ & ben definita, ciok chese o, ', Y,y €

= []~,, all ) < se e solo se f(z') <
Belementi sono tutti G[XJ]~, [F] g allora f(z) < f(y) se e solo se flzh) <
b 'X\Y & un insieme
. Si dimostri che

un ordinamento parziale su B/~
un insieme di cardinalita 3 e sia
L="PX)\{{a}}

mi di X diversi da
Si dica se l'insieme parzialm

{a}. Si ordini parzialmente L
ente ordinato (L, ) & un
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grafo, V' & un sottoinsieme di V ed L' & un sottoinsieme
to £ = {v,w} € L' isuoi estremi v, w stanno in V', allora
, detto un sottografo di G. Dato un grafo G = (V,L) e un
V' di V, il grafo G' = (V', L"), avente V' come insieme
me insieme L’ dei lati Vinsieme di tutti i lati di L i cui
dice il sottografo di G generato da V'
 si dice finito se Iinsieme V' dei suoi’
i suoi lati & finito (perché L € P(V)).

e
> finito in tal

e grafo finito e v € v (’ un vertice di G, diremo che v ha
B l\\ ad escz.ttarnvente‘n !M,L Il grado del vertice v si indica con

. vertice v & pari o dw}uun a seconda che d{v) & pari o dispari
> me i dice un vertice isolato.

Jati distinti £, ¢ < 1 Z
\El== > d(v).
2

wev

-amma nel modo
;j,ano, e ogni lato
emi nei punti

i grafo finito ha un numero pari di vertici dispari.

regolare di grado d se tutti i suoi vertici hanno grado d.

grafo finito regolare di grado d con n vertici ha %dn lati.

o gia parlato di grafi orientati nel capitolo 7, quando
oni su un insieme potevano essere rappresentate me-
Un grafe orientato G = (V,L) & un insieme V su cui &
. Quindi LCV x V. I grafi orientati sono detti talvolta
. Sia la nozione di grafo orientato che quella di grafo
generalizzare al caso di grafi con lati multipli, cioé al
12.2 sono rappresentati i diagrammi di un multigrafo e

{3, va}, b =
1H

= (V, L, ) consiste di due

Un multigrafo orientato G
insieme dei lati) e

ivamente Uinsieme dei vertici € i
xV.Sel€eL vweVeqll)
; "g,,w. Nel caso particolare in cui v =

= (v, w) allora si
w si ba che
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cui elementi sono tutti i vertici w per i quali esiste
an sottoinsieme di V' detto la componente ca'nne%u‘ :l;
n ci sard pericolo di confusione. chiameremo mmpn;mmp
{ G generato da Cy. Si noti che v € C, (perché c:i- il
Se si indica con ~ la relazione su V definita, per ’c)gni
un cammino da v a w, allora ~ & una relazione di
eni v € V la classe di equivalenza [v].. di v modulo ~ e
connessa C\.

our multigrafo orient

‘c'e al pit un lato dg o
ne & iniettiva,
0 orientato semplice

tutti i sottoinsiemi
te di due insiemi V ¢
lati del multigraf;)
2 0(8) = {v,w}, si dice

dice completo se tutti i suoi vertici sono a due a due
ogni numero intero 1= 1 ¢'& un unico grafo completo
quasi sempre chiarg c ‘mmfnmﬁsmi, cio§ tutti i grafi che hanno n vertici e
B c cuando o +a lora isomorfi. Ilnnd\cheremo con K, 'umico (a meno di
0 questione ¢ un graf, 1 ’é con n vertici. La figura 12.4 Fll(}styd i grafi K,, per
nueremo a fare come 9 I, & un grafo connesso regolare di grado n— 1, e quindi
intendera grafi non

e

o completo K, ha s ) 2 lati. O

R

tigrafi orientati
v, mentre grafi ¢

tato) G € una

K

Figura 12.4

i viste in questo capitolo a proposito dei grafi
ate al caso dei grafi orientati; questa estensione

111
Ad io un ¢ ino ortentato

ttore per 1210.
al vertice w in un grafo orientato G & una sequenza
Zny1) di 0 lati distinti di G tali che

, In = {Zn,
wito orientato & un qualunque cammino orientato

e v allo stesso vertice v. Dato un grafo orientato
ato G associato a G & il grafo G = (V,L'), ove
w}. Quindi il grafo non orientato @' associato a

o tutti i cappi e sostituendo i lati orientati con lati

non esiste

ato finito e v € V, il grado di entrata dt(v) di

e terminano in v, cioé

{ w,v) |we V]l

i
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ok che |~ (v, w)] = |¢' " (v, w)| per ogni v w e V, &
e ot ¥ w) — " (v,w) per ogni v,we V.

o (v, w) # @} & una partizione di L e analogamente

—1 (’v.w) # P} & una partizione di L'. Ne segue che
te in questo capitolo pu;, _, I tale che per ogni v,w € V lapplicazione che si
) B i esser il dominio a o~ (v,w) e il codominio a ' Yo, w) &
dati Tient, 1 ¢ .o W

di multigrafi orientati ‘!' ne g, Per dimostrare che (v, g) : G — G’ & un isomor-

L tale che il v a solo da dimostrare che (Ly X tv)op
1A perog;mvwEV equindise £ € Le —\t)"( w) si

ﬂ numero di lati oriey,, ati
grado complessivo d(y) h

B < uy) (p(D) = (w x w)v,w) = (v,w)

e 1(y,w), e quindi anche ¢'(g(£)) = (v,w). Per- |
w), e abbiamo cost dimostrato che ((ty % wv) o p)(f) = |
7, Quindi (v x w)op =g O

afo orientato finito. Si dimostri che |

D aw) - 3 d @ =\l

eV veV

S dw) =

vEV |
formula & sufficiente osservarc che ogni lato inizia in
termina esattamente in un vertice. Per la seconda si ha

ed L sono insiemi finj;;.
e (v, w) = [0 (v,
orientato da v a o
one ) : V x vV —
ieme finito, tale

i L6),G' = (v, L,
esiste un lhomorhm. )

net:VxV —
2 che tale multigraf,

3 #(u))—(zd’(vﬁ) SR =0, E
eV veV

ed 2 & un numero
V e v(v,w) =0
eme V ¢ finito,
X V definita da
€ un multigrafo

ni isomorfismo ‘,a V — V' tra due grafi G = (v, I:) e
radi, cioe d(v) = (p(v)) per ogni v € V. Ora il primo
a un vertice di gra.do 4, mentre il secondo non ha vertici \
esistere un isomorfismo tra questi due grafi. 0

U=
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r la relazione di nguaglianza = su V, il grafo di = &

ot un’equivalenza su V', il suo grafo ¢ G, = (V, L),
1(Dyje)- Quim:V — V/o & la proiezione canonica, e
/o x V/eo © definita da (7 x 7)(v, ") = (w(v), w(v")) per

100 vertici vy, v, .

b
10¢

100 vertici vy, v,, .
ogni i pari?

0B vertici v, vy, ..
2 pari?

3.
10

con 5 vertici a men,, di
grafi regolari con 5 Vertici
di I non sono try lorg
un grafo dell'insicm,. ;

itolo 13. Cammini e circuiti

‘multigrafo non orientato finito, ciot un multigrafo per il
V ed L sono finiti. Un cammino euleriano in G & un {
n G tale che L = {£1,f2,...,fx}. Un cammino euleriano
si dice un circuito euleriano. Quindi percorrendo un
eriano “si passa una ed una sola volta per tuttiilati del

a che un multigrafo finito ha un cammino euleriano se |
segnare tutti i suol lati senza mai staccare la penna dal L ]

A DI EULERO). Sia G un multigrafo finito privo di ver- 1
o G ha un circuito euleriano se € solo se € comnesso € 1
pari.

G un multigrafo finito prive di vertici isolati. Il multi-
eulertano se € solo se ¢ connesso e ha zero o due vertici

ano in un multigrafo finito & un cammino che passa
er ogni vertice del multigrafo.

definizione di
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hanno ur‘| cammino oy, ; £ da vaq1 a v. Ma allora il cammino £q,0y,... 64 £ di
0 ev-ulenano; i muhigrm. HrH
"”‘“":;Fdaﬁ G ..,
g ere che non ' m“"
Vesistenza di up r-m.w‘.b
Ning

a le proprieta richieste. 01

o che ogni multigrafo finito orientato completo ha un cir-
no. Ad esempio

«—>

niltoniani che abbiay,,, dat y orientato completo privo di circuiti orientati. Quindi il
ute anche per i multig, esgere migliorato in questa direzione. 0

(V. L, p), ciod in v, my

v in un multigrafo connesso G = (V, L, ), la distanza

, UD cammino ey]
eche L = {fl.b.' "o » e w & il minimo delle lunghezze di tutti i cammini
Bl dice un circ M'm ’ m} & ha d(v,w) = 0 se e solo se v = w, che d(v, w) = d(w,v) |
d(u,v) + d(v,w) 2 d(u,w) per ogni u,v,w € V2 \

un multigrafo ori
- _
‘multigrafo connesso, il diametro di G & il massimo dell'in-

lta per ogni vertice g,
L}. |
8€ per ogni v, w ¢ | afo della figura 13.2 la distanza traiverticivew & 2. I
ntato da w a 1. ped O
k|

Un cammino orie,
w

0 completo con
di G di lunghey,
mino orientato
. Da questo seg

lunghezza n — 1 cii

Figura 13.2

il grafo G @ bipartito se esiste una
o di G ha un estremo in V; e Valtro
ito se e solo se esiste una
erati 'uno da Vy €

grafo. Diremo che
- tale che ogni lat
1te il grafo G = (V, L) & bipart
v tale che i due sottografi di G gen
entrambi di soli vertici isolati.

1l grafo bipartito completo

2 Uit1), € suppo-
d+1<n Co
Uy Ud+1. Si avri

m<n numeri naturali.

REG. 0, 0,

do v av; per
piccolo per i
esiste un lato
¢inGdav,
ezza d + 1

{m,m,.‘-,vm.w:,wz....,wn),
fli=12 T g sm)
i Ko € il grafo bipartito

= {wy,w2, .. Wn}, ogni vertice di
Kynn ha mn lati. La figura 13.3 mostra Kia,

con m 4+ n vertici in cui, se
V4 & adiacente ad
Kips |

av;. In

, del grafo
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50-5 afo connesso € sia v € V. Si dice che v & un punto

o di G che si ottiene togliendo v e tutti i lati incidenti
generato da V \ {v}, & sconnesso.

V,L, ) un multigrafo connesso e siav € V. Allora v
b

se e solo s5e esistono u,w € V tali che ogni cammino

punto di taglio per G. Allora il sottografo G’ di G
s0. Siano pcVeWc V due componenti connesse
e U ewe W, ogni cammino da u a w in

G'. Seu : . W
a e w appartengono a componenti connesse distinte

che esistano u, W € V tali che ogni cammino da uaw |
afo di G generato da V \ {v}. Dobbiamo mostr'fmc |

2 ovvio, perché se nel grafo G' ci fosse un cammino

0 '

sto cammino sarebbe un cammino in G trau e w che |

‘b contrario a quanto era stato supposto. O

vertici v; € vj sono adiacen;

adiacenti. La matrice 4 ;

@ un grafo e v,w € V, yy,

Esercizi svolti

i r .
{‘"’ o ice di adiacenza A diun grafo finito G = (V, L) & stato

_li RIS 12 [unghezzo doll, ento sulllinsieme V = {v1,v9,. s vn} dei vertici. !
@ che per i cammini nto di V la matrice di adiacenza di G cambia.

di adiacenza di G relativa all'ordinamento 1, v2,
o ordinamento di V equivale a ﬁ.asare. una. hu("uoue.
_...,n}; calcoleremo infatti la r-namce di adiacenza -d:
L Vf(1)s VAE@) Uiy B V- Sl.a P_f. 5 (pis) ?a :m.nnc
sei=fl3)ePu= 0 se i # f(j). Si dimostri che:
zioni di {1,2,...,n}in {1,2,...,n},allora P!F.y =t I?fg'.
.,m}— 0,2,...,n} (qu Piela

jei e sia V = {v; v,
umero intero positivo
‘matrice A' ¢ uguale ol

ero di catene di lun
quindi tale numero @
A= A'. Pertan-
teorema valga per
uguale alla somma
| g n tale che
uttiva 1'elemento
al—1dav; auv.
ale alla somma
che ax; = 1 s
mero delle catene
to di posto (i.)

ezione f : {12,
ice Py; vedi capitolo 6);
" matrice identica n X 1 :
ln:‘del grafo G = (V,L) rispetto all'ordinamento
di V & PpAP;.

a9,...m}— L2
ha come elemento nel po'-:-‘t
m zero eccetto quando i

B indi 0 piiPik @ Sempre Zer! 4
g ?;?{;}; . ;: @), 3 quando i = f{g0):

.,n} sono biiezioni, Py = (pij)
o (i,k) il numero reale
= f(g); cimy o sempTe ,
o eccetto ‘

]
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abbia un cammino

no O, & chiaro che il fatto che G
bia un cammino euleriano. 1 vertici isolati di G hanno

e zero eccetto quandg

ento di posto (i, k) per , pari. Per gli eventuali vertici non isolati di G basta ora

stare sulla componente conne: CidiG MaCe
ertici isolati e con un cammino euleriano, ¢ quindi per
che tutti i vertici su ', devono essere di grado pari.

= 1), ed & 0 altri-
Py Pelemento di post,
asposta Py Ielements,
0 cosi dimostrato che
i e ogni j, e quindi

jone inversa supponiamo che G sia un grafo finito con
gutte le componenti connesse di G, eccetto al pil una,
. Siano C1,Cz,.--:Cile componenti connesse di G,
s consistano di

30 e con tutti

2,le componenti connesse C,Ca, ...
na. Allora Cy & un grafo finito, conne:
13.2 segue che C; deve avere un circuito euleriano.
di Cy, e pertanto un cirenito enleriano di C; & anche

m}

%k =P = P, dove
ilmente P{P; = P, .
nto di posto (i, j)
nto di posto (i, j)

Altri esercizi

oro intero. Si dimostri che un grafo completo con
- iamo se e solo se n & dispari oppure 1. = 2

Inxn-

0 all'ordinamento
o 1 se vy(;) ¢ adia-
elemento di posto
- Per come ¢ defi-
iti, e pi; = 1 se
j tutti gli ad-
nel qual caso si

) &1 se vg(; &
ice di adiacenza

_an multigrafo finito orientato completo. Si dimostri che

ivo di circuiti euleriani, Vg ¢V

grafo finito connesso pr

peVeun vertice di grado dispari in G %
onsideri il grafo ' = (VU {wo}, LU ).

afo G & connesso.
artice v di G' ha grado pari.
fo G’ ha un circuito euleriano.

i grafo finito connesso & un sottografo di un grafo con

G, G3, Ga in modo che Gy abbia sia

un cireuito hamiltoniano, G2 abbia un circuito euleriano

, hamiltoniano, (G4 abbia un circuito hamiltoniano ma

o, G4 non abbia né un cammino euleriano né un
5

o grafi finiti G,

n 12 vertici rappresentato nella figura 134 (a)-
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i che G & bipartito se ,

tale che G ¢ i
& isomorfo 4 yuy, olo 14. Alberie grafi piani

o mon viene esplicitamente indicato il contrario, si
erati sono grafi non orientati.
necessariamente finito) privo di circuiti. Un albero
circuiti. Quindi le componenti connesse delle foreste

n mumeri naturali, per |,
0 euleriano.

di adiacenza di
e &~ in V ponendo, per L) un grefo (non necessariamente finito) con alme-
no da v a w che noy affermazioni sono equivalenti:
¢ Un uNico cammino dav aw.
B ; i 5

ge LilgrafoG' = (V,L\{£}) e un grafo sconnesso.
circuiti, € PeT ogni v, W € V., ove v e w sono vertici

) &. I grafo G si dice
i@, se b= {v,w} il grafo G” = (V,LU{£}) ha un

ro equivalenti nella

per ogni v,w € v
nti da v a w, allora

ato che ogni albero & connesso,
e esistessero due cammini disti

ogniv,w € V esiste un

Sia £ € L un qualunque
a

n grafo con la proprieta che per
Allora G & un grafo connesso.

,w}, allora per jpotesi ¢'& un unico cammino da v
il cammino di Junghezza uno che consiste del solo

nte
ssun cammino da v a w, &

non ci pud pill essere ne

\ {£}) & sconnesso-

valga la (c) e mostriamo che G & un arafo privo di
allora il

circuito ed £ fosse un lato di questo circuito,

bbe connesso, perché togliendo un lato di un circuito

one” . Questo contraddirebbe (c)-
distinti non adiacenti di G,

(V,LV {£}) ha un circuito. Dato che G & connesso,
¢, in G davaw Ne segue che G = (V,Luith)

n circuito. Mostriamo che £, 02, - fy, £ & Vunico
_un altro cireuito di G = (Vs LU{}). Allora £

=, e si dica se

V, ove v € W sono verticl
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= (VG‘LZ).x (i Gy = (Vk, Lx). Allora
=1,2,...,k, G deve avere
trato nellimplicazione (a) = (b). Quindi G ha
,,vert.icie(m7‘))+(nz—1)+-‘-+(n,,~1) =
hamn vertici e . — 1 lati per ipotesi, e pertanto
ndi il grafo G deve essere CONNESso.
= (V, L) & connesso, ha n vertici
i. Si supponga per assurdo che
di questo circuito. Allora Gi = (V. L\ {&})
en — 2 lati. Se G, contiene un circnito ed f2
iy = (V: L\ {41, f3}) &un grafo connesso con
o con questo procedimento, ciot interrompendo
ce un grafo G, con . Vel
Allora G & un albero con n vert
Pimplicazione (a)= (b) da noi gia dimostrata.
G & un albero. o

multigrafo) connesso, ui albero di supporto di
stesso insieme

© 88-08-10250.5

o privo di circuiti. Sey,
: " N ol
a, come si puo veder,
T

2 2 rtm e
‘dw & privo di circyij

i & ici

i connesso, ciop rtici e meno din —1

O vawi ic

. w G Ora ici e meno di
e Invece v e

‘,1 8t0 unico circuito
+ £n,y £ questo unico !
di G che & un albero e che ha lo
ogni grafo (o multigrafo) finito connesso ha un
cancellando uno alla volta i

ottenere G’ da G
i & fatto nella dimostrazione di (c)=> (@) nel

ndo i lati multipli nei multigrafi. Applicando il

i ha almeno un
di un qualunque grafo o multigrafo finito

nel teorema 14.1,
(o multigrafo) finito conmesso com vertici ha

albero nel quale & stato fissato un vertice T, detto
grado 1 diversi dalla radice T di un albero con

bero.
si dice livello di un qualunque vertice v dell’ albero
in ogni albero ¢'& un unico cammino tra due verticl
Junghezza dell’unico cammine tra v ed . Sinoti
adiacenti differiscon© di uno. Dato un albero con
in modo naturale i lati dell’albero: se {v,w} & un
davawsee solo se il livello di v & minore del
albero finito con radice ha una strutfura naturale
o v ha un grado di entrata d* (v) eun grado di
di un vertice v & zero se € solose v =T- Quindi
m esistono

ogui altro vertice v. Ne segue che no

ik
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Figura 14.5

a per scrivere un'espressione algebrica & quella co-

denotare un’espressione ottenuta sommando, sot-

endo due espressioni, il simbolo 4+, —, - 0 [ viene

. Ad esempio scriviamo a + be e a — be per denotare

nute rispettivamente sommando e sottraendo le due

che V'addizione. la sottrazione, la moltiplicazione &
binarie, cioe si applicano a due argomenti. Diverso
1 gs;hce quadrata, che & un’operazione unaria, ossia si
0. Premesso questo, Je espressioni algebriche possono
di ambiguita ponendo il simbolo ds
jone & detta notazione polacca (perché introdotta
jewicz). Ad esempio le espressioni algebriche da noi
be++/(d {a+be))facct Ja/ (d—(be ta)),
o +ab, ‘ab, +C\/_/ o a—d+ -bea
{a notazione polaca P
mentre deve essere in’
imbolo (la cosiddetta arie
ilito che i simboli +. = -
| operazioni binaric, mentre v Si
radice quadrata & un'operazione unaria.® O

addizioni, sottrazio
Pud essere associato
ogni espressione al-

Vi(d ) /a ¢
(a+be)) /a, la qua-
d—(a+bc)ea
essioni d e a + be
Infine bc & ottenuta
e rappresentata dal
noti che in queste
no nell’espres-
le operazioni che
, associato ad una
ato con radice.

ell’ operazione pri-

+a-beae+cv
ermette di eliminare comple-
vece noto a priori a quantt
ta di un’operazione: qui
applicano a due
applica ad un solo

e v si ottiene un

o preciso cid che deve intendersi per operazione. In base
possibile considerare come operazione ira numeri reali
o usando la parola “opemziune“ in modo informale.
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, un metodo per passare da un'espressione algebrica scritta i
Jl’albero ordinato con radice corrispondente o viceul:r:r;zl; :“1“
IPosservazione, illustrata nella figura 14.7, che éc ar.t adE
corre l'albero ordinato associato ad un’espressione Zeﬂ 2 do
ato (quello che “costeggia” l'albero in senso am-iorii’ri‘;;] :
per i q!Jali non si @ ancora passati esattamente nel\‘urdilu‘» ;n
'espi seritta in ione polacca.

2 . ;
lbero ordinato dell'espressione ¢ + /(d — (a + b)) Ja & quello

e la stessa espressione in notazione polacca & +ev/ [ —d +

“’f piano in modo che gli
chino solo nei vertici. | 3
no lo suddivide in regjo;
Ad esempio ogni =1ll1=‘1-(;
-vede dalla figura 12.4 § g ¢
un grafo piano perché py;,

i

‘un sottografo di K, Ne
. Si potrebbe dimostra-
seguente teorema la cuj

(b)

finito é piano se e solo

V| vertici, |L| lati ¢
Figura 14.7
a di Eulero).
o ordinato associato all’espressione algebrica in notazione
1b) + (ab)e) + ((ab)c)d e la si scriva in notazione polacca.

ne algebrica associata al grafo della figura 14.7 (b) sia in
che in notazione polacca.

albero ordinato associato all’espressione algebrica che in
si scrive - —ab+ab e la si scriva in notazione ad infisso
. indicano tutti operazioni binarie).

grafo nullo.
un grafo nullo con
per un grafo nullo”

& quello disegnato nella figura 14.8 (a). L'espressione in
+a - ab - -abc - - - abed.

o della figura 14.8 (b). Lespressione in notazione a

mente 0 lati,
1 tale grafo si ha
sso e quindi per
1-0+1=

i w4



14. ALBERI E GRAFI PIANI 109

(B

e

m

© 88 g 1025,

50.5

Figura 14.9

togliendo un lato qualunque al grafo K o al grafo Ky 4 si
fo piano.

ne. Il grafo orieniqy,
idi V e come lati |,

di grado 0, ciob s

che d (v) = 1 per
che Gy =G.

grafo G con nm



PARTE TERZA
ZIONE DI LOGICA MATEMATICA

lo 15. Il calcolo proposizionale

ivi logici. Una proposizione © un'espressione che & o
ntemporaneamente vera e falsa.

zioni, nel senso da noi appena definito, le domande
eselamazioni (“Buongiorno!”), allineamenti di parole o
o (“La insetto mosca un &"); queste non sono propo-
vere né false. O

walori di verita. Ad esempio, il valore di verita della
0 1 & vero, il valore di verita delle proposizioni B, C e
oni A e B & possibile formare le proposizioni
giunzione di A e B, e indicata in simboli con A A B:
iunzione di A e B, e indicata in simboli con AV B:
ione di A e indicata con —A;

ora B), detta implicazione (0 meglio imp
A — B;

oppia implicazione, indicata con A < B.
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j. Per meglio comprendere i| concetto di formg Proposizio

i % 0-
breve, compiamo una breve digressione
nomi nelle scuole medie.

allora A /\ De Iy Moscy ticordando come
€ un insetto o /3 _ ..

7 Il metodo ag,

b ca ) ottato consiste

i i : PRy e “he ve i 5

5 i - 3 e dei simboli 'x. y,‘z,. - che vengong chiamati variabili
ek . trattati, cioe sommati, moltiplicati. eccetera, co-

ttivi logici. reali. Tale procedimento puo essere de
ente: Si considerino n simboli xy,z, ., Ve

reali nelle variabili ©y,x,, .., Tn) sono

SCritto con un po’
dipende dai valori ; verits
o nella seguente ay,, di
F il valore di verit; falso,

le espressioni

:
futti i numeri reali sono forme polinomiali:
me polinomiali, allora (f + g). (—f). {f - 9) sono forme
ali (nelle variabili x,,z5,...,7,) solo le espressioni de-
zo di (a) e (b).

imento simile per le proposizioni invece che per i numeri
roposizionali invece che forme polinomiali,

Ay, Az, ..., An che chiameremo variabili proposizio-
sionali (nelle variabili Ay, Aa,..., A,)) sono le espressioni

1, si ha che A A D
L, AV D (=“La mosca

(="“L’elefante non ¢
lora v/2Z = 57) & falsa,
tto”) & vera, B —
(= “Se Singapore ¢
+ C (= “L'elefante

forme proposizionali;

¢ proposizionali, allora (P AQ), (PV Q). (=P), (P — Q)
‘me proposizionali;

ionali (nelle variabili Ay, As,. .., A,) solo le espressioni
o di (a) e (b).

o le variabili proposizionali A e B. Allora (A — B) e
i, e quindi ((—A4) V B) & una forma proposizionale,
+ ((=A) V B)) & una forma proposizionale. [

adi A — B. Il fatto

parentesi nelle forme proposizionali, conviene innan-
s pil1 esterne. Poi, come con le forme polinomiali si
ne - € poi le operazioni + e —, cosl noi “eseguiremo
01 A € V, e infine — e <. Abbiamo quindi una prece-

"antecedente e il
gli abitanti
osizione, cioe ¢ L :

1’10 i tore — precede gli operatori A e V. e questi precedono
i esse non c'¢ !

e B & falsa; €+

((A— B) < ((~A)V B)) scriveremo (A — B) <
((AAB)— (A— (A— B))) scriveremo AN B —
crivere ((A A (A — B)) — B) scriveremo AN(A—
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ori di veriti alle variabili se € solo

© 88-08-1035, .
amente equivalem.i
a. Per come

@ hanno le

;sd sono logic
&P o (@ & sempre Ver
il dire che F. ¢

A ;
§45; - » An & possib;
la tavola di verita di ":‘1:\‘(.‘.

ale

posizionali
A—B)—B: ;
B ilcoa P — Q. P VA
tra loro-
o L2 S
g WnecheP —~Q,~PVQ;
Jle di verita. Le loro tavole di

|- ?‘B“(AH(A—»BU

-PVQ

<™

mm< (2 < <

B))e AAN(A— B) —

4 dl verita assegnati : F :

bili Ay, Ag, ..., A, v ]
vI|F i
viv X

assegnati ad A;. A,
zionali dell’esempio
che sia sempre falsa,

i proposizionali, si
& una contraddizione
P e Q si dicono

e sono tutte equivalenti tra lo-

P—=Q QG ~Pe~(PAQ)

ta a tre diverse possibilita che si

1 :unpﬁenzione in matematica. Se si

[ direttamente (e quindi

: ! Jsirazione diretta), o sfruttare

i affermazioni Q@ segue —P (dimostrazione
onare per assurdo, supponendo la

—@Q per la seconda equivalenza

-mpio. Ricordiamo che dato
quindi esistono due interi
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proposizionale

B)I\(B—'C)H(Aa())

=T < 2. Vi song
oppure r = 1. Se r =
il numero a si dice par;
numero a si dice disp(”-,:
vari, allora anche ab ¢
ato in tre modi:

nelle variabili A, B, C

0 ¢,q' € Z tali che e

1) =2(29¢' +9+¢)+1 i . ( :
O

non sia dispari e dimo-

non & dispari, ab deve

US(ANC) & (A—=B)AAVB—B)
logicamente equivalenti?
me proposizionali
0 e (A—C)A(B—O)

de che a e b non sono

upponiamo che a e b
i. Allora esistono
allora 2¢/ = ab =
—a —b') =1 con
contraddizione. (]

A, B e C sono logicamente equivalenti.

una forma pro-

forme proposizionali seguenti si trovi
quivalente ma “pil semplice”:

, allora V2 = 5. olo 16. 1 quantificatori
Sicilia, allora
Una funzione proposizionale (nelle

i T.) Su Mk Dasx -~ X D, & un’espressione

., ay) sia un proposizione per ogni a1 € D,
) sia vera 0 falsa quando si
della variabile xy, un qua-
posto della variabile x2, - -, U1 qualunque elemento

Tn. L'insieme Dy xDgXso X Dy, © detto il
ale p(T1,22;: -+ o) ed @ talvolta sottointeso.

‘insiemi fissati.

ay,a2;- -
tale che p(ay,az, - n
mento a1 € Dy al posto
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- - anche (a A B), (aV B), (a), (@ — B), (o = B) sono
€ una proposizione percy,.
nelle due variabili r, o, .,
vera (quando a; al quadryg,,
daay). O

una variabile individuale, anche Yza ed Jza sono

a solo se & ottenuta in base ad (a), (b) e (c).

 spesso sottointeso.

\ 2, x3) & lespressione “.
p(zh_—:ﬂ,zg) € una funzion,
€ R plai, a2,a3) & o very
mai falsa, qualunque siang
2, ¥3) & sempre l'espressione
a intesa ora come funzione
(@1, a2, a3) & sempre uny

ato un quantificatore si dice il campo d’azione del

Yoy (pa,y) — al@.y))

ntificatore vz & 3y (p(z,y) — q(z,y)), e il campo d'a-
s (pla,y) — gq(z,y)). Invece nella formula

(Vap(z,y)) — Cuala, )

atore ¥z & p(z,y), mentre il campo d’azione del

possibili occorrenze delle variabili in una formula.
t-‘endendo I'insieme occorrenza di una variabile facciamo un esempio:
lone z,1) — q(z,y)) la variabile r ha cinque occorren-
enze, cioé T € Y compaiono cinque e tre volte
di una variabile  si dice vincolata ogniqualvolta

¥ si legge quindi “per
&1, 2) € la funzione
spressione “per ogni
EN 2} =22".

mboli ¥ e 3 (ciot in Vx ed 3z}, oppure
mpo di azione dei quantificatori ¥x o 3z.

di una variabile si dice un’occorrenza libera.
mriabili individuali, e

o tefldendo I'in- Lu,2),  alzz), r(y)
ificatore esi-

oposizionale su
@9, T,) sono
1. T2) & ancora

variabili z,y, z la prima, r,z la seconda, e y la
i tre formule:

)) Ary))

(@, 2)) ¥ r(y)))-

sono tutte tre libere. In (b) si ha che: lax ha tre
i sono vincolate e la terza & libera; entrambe le
bile z ha tre occorrenze, delle quali la prima &
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enze delle variabili son,, e chiuse:

delle variabili che in css;
proposizione.

npio 3 non sono chiuse, A k z,y) — g(z, z)) si hanno le seguenti formule

o equivalenti. Similmentc
1,9, 2))) si ha la seguente successione di for-

)))
2, 1) la funzione propo- z.:))) )

yp(,) ed y¥ap(s. y) (2,9.2)))) i
zione nello scambiare

ficiente prendere per
izione JyVrp(z,y)
fare attenzione nello

z)) si ha la seguente successione di formule

,2))

,3) v (-p(e,y) A —ale,y, 2)))

z))) A - (=plz, y) A —g(z,y,2))

2)) A (~p(z, Y)Y —-q(z, y, 2))
) A (pla,y) Vgl y:2). O

hino per esercizio

seguenti formule
: esercizi

dica se sono vere o false, e si enunci una loro
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#: 02 =0, oppure oy,

su D tale che 3z p(z)

(Vazp(z)) & una proposi- PARTE QUARTA

INSIEMI DOTATI DI UN'OPERAZIONE

Capitolo 17. Semigruppi

bile su R, e la secon-
R x R. Si formalizzi
reale” facendo uso

insieme, un’operazione (o pill precisamente un’ operazione binaria,
una legge di posizione) su A & un’appli jone w: A x A — A, Pih

dliedfunzm gniiproposi- e un’operazione n-aria su A & un’applicazione AxAx---xA— A
i f | gk : ; —_—
1011 pro ¥ E;tumle n si dice la arietd dell’operazione. n volte

one “f ¢ iniettiva,
plz.y) e glz.y). _ L’addizione tra numeri reali ¢ un'operazione su R, perché & I'appli-
! « R — R definita da (o, 3) — a + 3 per ogni (a,3) € R x R. Ana-
la moltiplicazione tra numeri reali & un'operazione su R, perché &
R xR — R, (o,8) — af. Anche la sottrazione & un’operazione
la divisione non & un’operazione su R, perché a/J & definito solo

1) dla)

) 2. Se A & un insieme, I'intersezione tra sottoinsiemi di A & un’operazio-
), perché & I'applicazione P(A) x P(A) — P(A), (X, Y)—X0Y. O

azioni vengono denotate di solito con simboli del tipo +, — 5
e w & un’operazione su A e a.b € A, si suole scrivere aw b in luogo di
'Ad esempio, abbiamo visto che I'addizione tra numeri reali & un’opera-
R; den dola. come di consueto, con il simbolo + do scrivere
'R — R per denotare T'applicazione, e +(a, [3) per denotare I'immagine
a,B) € R x R, ciot la somma di o e 3. In realtd sappiamo che

a+ 8 in luogo di +(a, B)- Similmente nell’ > 2

tra jemi di A & un’op

e

i
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sezione di X ¢ v, 1,

,h(x,]’)‘ € continueren,, B ottenendo un’applicazione B x B — B, ossia un’operazione su

& detto che in generale bx b appartenga a B per ogni b, ¥ € B. Si
‘operazione * su A induce un’ i su un insi B di
B & un sottoinsieme di A chiuso per U'operazione #, cioe se e solo se
ogni b, € B. Per non introdurre troppi simboli si preferisce indi-
jione indotta su un sottoinsieme chiuso B di A con lo stesso simbolo
f!ehntm‘e V'operazione su A.

precedenti, in cui face.
che si stava consideran
ora, se A ¢ un insi
r indicare che sull’insio-
npio 1 avevamo quing;
considerato (P(A), )
‘operazione x tale clie
. Un semigruppo (S, «)

5. Se R & I'insieme dei numeri reali e — indica la differenza tra i numeri
) non & un semigruppo ed N non & un sottoinsieme di R chiuso
—. Invece se + & I'addizione tra numeri reali abbiamo gia vists
ﬁnsemigruppoedNéuv' un additi t
ciot un sottoinsieme di R chinso per Voperazione +. Se - denota la
tra numeri reali e Z<g = {z |z € Z, z < 0}, allora (R,-) & un
ma Z<p non & un sottoinsieme di R chiuso per Voperazione -. 0

€ un semigruppo
=a+(b+c)ea+th-
perogniabeeR s
. semigruppo e T © un sottoinsieme chiuso di S, allora T con l'o-
tta dall’operazione di § & a sua volta un semigruppo (perché se
associativa vale per ogni a,b,c € S, a maggior ragione essa vale per
T). Si dice in questo caso che T & un sottosemigruppo di S.

Aponendoaxh = q
ogni a,b,ec € Asiha
Qo (4.) semigruppo (N, +) & un sottosemigruppo di (Z,+). Se Z* =
) & un sottosemigruppo di (Z,-). Se A C B, allora (P(A),U) & un
po di (P(B),U) perché per ogni X,Y € P(A),da X CAe A
UY C A, ciok che X UY € P(A). Quindi P(A) & un sottoinsieme
nso per 'operazione U. [

ed ¢ denotata con
- b & il prodotto di
ppi commutativi
ne si chiama

un semigruppo moltiplicativo ed a & un suo elemento, per ogni intero
definisce per induzione la potenza n-esima a" di a ponendo

at=a, a*'=d"
! agiveremo spes- o positivo n.
n semigruppo (S, +), scritto in notazione additiva, per ogni a € S
sia un’appli- | itivo n si definisce il multiplo n-esimo na di a ponendo

erare 1'ap- \
il dominio a
A, Vopera-

la=a, (n+1l)a=na+a

17.1. Sia (S,-) un semigruppo. Se a € S ed m,n sono interi

aa™ = Mmoo (ﬂ.")m=0"m-

un intero positivo, allora
&
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induzione su m (quindi e
o intero m che stiamo dim,.
) Se m = 1 i by
caso. Inoltre se & vory,
= a™(a™a) = (a"a™)q = ‘

e dimostrare che se f.g € Sp allora f o g € Sp. Se f.g € Sp, allora,
applicazione di A in A e si ha (fog)(B) = flg(B)) € f(B) € B
og€ Sg.
triamo per induzione che si ha f" = f per ogni intero n > 1. Pern=1
Si osservi poi che fo f = f in quanto per ogni a € A si ha
— f(f(e)) = f(ao) = a0 = f(a). Supposto quindi che f*~1 = f,siha
1o f = fo f = f. Peril principio di induzione ne segue che ™ = f per
onz1.
e dimostrare che se f, g € End(A) allora f o g € End(A). Se f,g €
allora f o g & un’applicazione di A in A; inoltre per ogni a,h € A con
gla) < g(b) (perché g & un omomorfismo di insiemi ordinati), e quindi
F(g(B)) (perché f & un omomorfismo), vale a dire (fog)(a) < (fo q)(b).
dimostra che fog ¢ un omomorfismo di insiemi ordinati, e quindi fog €
=l

no (8, -) un semigruppo e Ty, Tz due suoi sottosemigruppi. Si supponga
taty perogni ty €Ty e ogni tp € Tp. Si dimostri che linsieme T =
e Ty, t2 € T3 } & un sottosemigruppo di S.

B Per m — 1 si 1, 3
to caso. Supponiamo clye

m +1: si ha (am)m+!

a vale perché & stata di. ‘
= gimtn — gnim+1)
§

» Ossia |

' facciamo vedere innanzi
 n. Per n=1si ha ad! —
= blab=b"ba = b""'q.
e = 1. |
allora (ab)™ = a™b". |
r ‘g]@e I'asserzione vale per !
pa. (ab)"™*! = (ab)"ab
zione. [J

Si deve dimostrare che se z,y € T\ T, allora zy € T1T;. Se a3,y €

T = tity e y = tith per qualche ty,ty € Th, to,th € To. Ne segue
L) (tth) = tilta(tith) = ta((tath)ty) = H((hit2)tz) = t(t(tath)) =
enTx. O

0 (S,-) un semigruppo € Ty, Ty due suoi sottosemigruppi. Si dimostri
ioni di 4 in A. Date & un sottosemigruppo di S.

4 — A & ancora un |
plicazioni puo esscre

che la composizione

Si deve dimostrare che se z,y € T1 N1z allora zy € Ty NTy. Sex,y €
sihache o,y € Th e 7,y € To. Ma Ty e Ty sono sottosemigruppi di S, e
ZY E T, e zy € Tz. Se ne conclude che ry e Ty NTe. O

Altri esercizi

 f(B) C B & un
osservi che se a e 3 sono numeri reali positivi, il quoziente a/fB & ancora
, reale positivo. Quindi la divisione / & un'operazione sull'insieme R*
i reali positivi. L'insieme R* munito della divisione & un semigruppo?

¢ 'E' A, si calcolino
interon > 1;
eme di tutti

¥ i i = ia,beN. Si
< —— luperamonesuN definita da aob = a + b+ ab per ogni @

o) & un semigruppo commutativo.
insieme S¥ di tutte le

semigruppo ¢ X un insieme. Sull”
¢ ‘opera: : per ogni f,9 € 5

definisca un'o
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(2, 2) e b= (1,2) si calcolino (ab)? ¢ a?b? dimostrando che (ab)® #

ativo allora anche (5%

2 dilpsta P'enunciato della proposizione 17.1 per un semigruppo additivo
un sottosemigruppo sis (f; Pk

n'o perazione * ponendo, per
b + b).
Capitolo 18. Monoidi

igruppi di (R x R, ).

o 1 che (1,5)" = (1,np) -) un semigruppo, e € S. L'elemento e si dice un'identitd sinistra se

gni a € S, un'identita destra se ae = a per ogni a € S, un’identita
to neutro) se & sia un’identita sinistra che un’identita destra.

0]

R nell'insieme con due

i fig e (0,1)%, (f«

Sia S = R x R il semigruppo in cui I'operazione # & definita ponendo,
b), (c,d) € S, (a,b) (e, d) = (be, bd). Non & difficile dimostrare che

ppo. Cerchiamo le identith destre di S: l'elemento (z,y) di S
destra se e solo se (a,b) * (z,y) = (a,b) per ogni (a,b) € S, ciok
(bz,by) = (a,b) per ogni a,b € R. Ovviamente non esiste alcun
= tale che bz = a per ogni a,b € R. Quindi il semigruppo S non
destre. Cerchiamo le identita sinistre di S: l'elemento (z,y) di S &
 sinistra se e solo se (z,y) * (¢,d) = (c.d) per ogni (e,d) € S, ciot se

yd) = (c,d) per ogni ¢,d € R, ossia se e solo se yc = ¢ per ogni
— d per ogni d € R. Questo accade se e solo se y = 1. Abbiamo
trato che (z,y) & un’identita sinistra di S se ¢ solo se y = 1. Quindi le
e di § sono tutti e soli gli elementi di S del tipo (z,1) con x € R.
S ha infinite identita sinistre. 1

, @ che ({0,1}R,+) &

0,118
ogni f € {0,1}".
= f per ogni

. Se in semigruppo ci s0T0 un‘identita sinistra e e un’identitd destra

Mm righe per 4 :

ino le matrici
18.2. In un semigruppo Uidentita, se esiste, & unica.

che (AB)? # oo
noide & un semigruppo dotato di identita. In un monoide moltiplicativo

ntita viene usualmente denotata con 1 o con 1y in un monoide ad-
T'identita viene usualmente indicata con 0 o con 0y, @ viene detta
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* definita da icolare in eui A = {1,2,3,4} e f € A” & l'applicazione definita
#2) =1, f(3) =2, f(4) =3, allora ' = s, fL = f, f2=Ffof,
5> 3 f* & Vapplicazione definita da f"(a) = 1 per ogni a € A —

o

un monoide, un sottomonoide N di M & un sottoinsieme di M tale
L eseabe N allora ab € N. Ad esempio, per ogni monoide M i
emi {1} ed M sono sottomonoidi.

in quanto per ogni a,b,c ¢ .
+2—ab+a+b—2—cyo_
lbe=b— ¢ + 2) = abc — qp -

be+a+b+c Sinoti che
ogni a,b € Z. Tl numero inter,
ha2+a=2a—2—-q+2 -
abbiamo gia fatto osservare
un Semigruppo commutative
un monoide avente 2 come

Fissaton € N poniamo Nx,, = {a | a € N, a > n}; & facile verifica-
U {0} & un sottomonoide di (N, +) e che N5, U {1} & un sottomonoide
atti N>n U {0} & un sottomonoide di (N, +) perché 0 € N5, U {0}
b e N>, U{0} anche a +b € N>, U {0}; analogamente N>, U {1}
onoide di (N, -) perehé 1 € Nz, U {1} e perché se a,b € N>, U {1}
. o

Se ac Z e aZ = {az | z € Z}, & facile verificare che aZ & un
di (Z,+) e che aZ U {1} & un sottomonoide di (Z,-). O

eto a V b denota I'estremg
un’applicazione A x A .
zione 11.1 (A,V) & un
o commutativo (A,V) vi
V)seesoloseeVa=a
e e solo se e < a per ogni
A,V) & un monoide se ¢ |
V) & proprio il minimo di

Sia M un monoide e per ogni A € A sia My un sottomonoide di M.
M, & un sottomonoide di M perché:

M) per ogni A € A, e quindi 1y € Maea Ma;

€ Maea Ma, allora a,b € M) per ogni A € A, e quindi, dato che ogni
sottomonoide di M, ab € M, per ogni A € A. Se ne deduce che
eaMy- O

) (A, <) ma considerando
co de che (A, A) & un
Tidentita di (A, )

sottoinsi di M, Vintersezione di tutti i sottomonoidi di M che
1( & un sottomonoide di M (vedi esempio 9), ed & ovviamente il pin
monoide di M che contiene X. Si chiama il sottomonoide di M
la potenza n-esima i 1 X e lo si denota con [X]. Ad esempio dato che {1} & il piu piccolo
omonoidi di M, si ha [0] = {1m} e {1m}] = {1ar}-
ha un solo elemento si scrive [a] in luogo di [{a}] e si dice che la]
pide di M generato da a. Un monoide M si dice ciclico se esiste un
M tale che M = [a]. In tal caso a si dice un generatore del monoide

A) denota l'insieme
M) & un monoide

NE 18.3. Se M ¢ un monoide ¢ X ¢ un suo sottoinsieme non vuoto,
{‘lM, 133 Tn | R EN, T1,T2,...,%n € X }. In particolare, se
& (6= {o" | neN}.
consideri il monoide (N, ). Sia X = {2,3,4}. Tl sottomonoide
L X &
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1) (—-1)" = w(z)m(z") per ogni z, 2’ € 7, e inoltre, osservato che 0

bceN}=
di (Z,+) e 1 & lidentita di ({1,-1}, ), si ha 7(0) = (G B =r il Wi |

Sia (£*,-) il monoide moltiplicativo di tutti i mumeri interi diversi
icazione o : Z* — {1,—1} definita da o(z) = z/|z| per ogni z €
licazione definita da o(z) =1se z > 0eo(z) = —1se z<0,&un
di monoidi di (Z*,) in ({1,-1},-). Infatti o(z2") = 22//|22'| =
)' = g(z)o(2') per ogni z,2' € Z*, e inoltre, osservato che 1 & sia
(Z*,") che Videntita di ({1, ~1}.+), si ha o(1) = 1/[1| = 1. O

che linclusione 2 & ovviy,
Je.0

{2,3,4}. 1l sottomonoide

2,34 ) =
H . Fissiamo un numero razionale k. Consideriamo 'applicazione @ :

jita da () = ka per ogni x € Q. Allora gy & un endomorfismo del

osservi che se uno tra ), in quanto per ogni x,y € Q si ha px(z +y) = k(z + y)=kz+

clusione 2 si prenda un 3 (y) e, osservato che 0 & Iidentith di (Q,4),sihap(0) =k-0=0.

x > 2 dispari; se x = ( ] icazione @k & un automorfismo di (2, +) in quanto: '

a per qualche a € [N; s¢

]

(A4, o) (vedi I'esempio
icazione definita da

1l sottomonoide di

iva, perché se z,y € Q e grlx) = px(y), allora kz = ky, da cui
hé k # 0;

tiva, perché se z € Q, allora k~'z € Q (si osservi che k™' € Q
- 0) e si ha Pk o) kT —z. O

Sia p : C — R l'applicazione definita da ju(z) = |z| per ogni z € C.
jpmumnrﬁamo del monoide (C,-) nel monoide (R, ), come & facile

ano A C B insiemi. Definiamo 'applicazione
¥ : P(A) — P(B)
= X per ogni X € P(A). Allora:

ione 1 & un omomorfismo di monoidi di (P(A),U) in (P(B),U) in
ogni X,Y € P(A) siha p(XUY)=XUY =P(X)udp(Y) e

semnigruppi ¢ di
) o (y) per ogni

one 1 & un omomorfismo di semigruppi di (P(A),N) in (P(B),N)
per ogni X, ¥ € P(4) si ha p(X NY) = X NY = v(X) By
Papplicazione ¢ non & un omomorfismo di monoidi di (P(A),N)
n) in quanto le identith di (P(A),N) e (P(B),N) sono A e B
ente, mentre Y(A) = AC B. O

Esercizi svolti

.ﬁme semigruppi. Sul prodotto cartesiano S x T si definisca
icazione ponendo (s,t)(s'.t') = (ss',t") per ogni (8,1);

i
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B cictuneo (detto ) di ci resta da osservare che ji(lsxs) = u(lg,1s) = 1s-1s = 1s. Infine

e pu: S x S — S & suriettiva, perché per ogni a € S si ha che (a,15) €
a,ls)=a-ls=ae¢ O

loro prodotto diretto § x 7',
0 sottomonoidi di S x 7', ¢ |
monoidi T' e {15} x T sop,

i che se M & un monoide ciclico, allora M & commutativo.

Se M & un monoide ciclico, esiste un elemento a € M tale che M = [al,

‘M = {a™ | n € N'}. Mostri che M & cc ivo, cioe che per

M si ha xy = yz. Se x,y € M, esistono n,m € N tali che z = a™ €
anto

commutativo S per sé stesso.
nita da j2(s,t) = st per ogni

"applicazione p1: Sx§ ., g

B i — . O
un insieme e sia (P(A),U) il monoide delle parti di A dotato dell’o-
unione. Si consideri il sottoinsieme X = { {a} | a € A} di P(A).

ni il sottomonoide [X] di P(A) generato da X.

= A & un’elemento fissato, si determini il sottomonoide ciclico [{ag}

generato da {ag}.

erazione di moltiplicazione
)€ S x T siha

(ss)s", (t)¢") =
B o

) Si osservi intanto che 1p(4) = 0, perché per ogni B € P(A) si ha
= B. Pertanto

ppo.  Dimostriamo che ©
‘la sua identitd: si ha
,17t) = (s,t) per ogni

W nlie N om0, Doy, € X} =

p(a); T1UT2U-
{n,}u(ag}u---u{an}lneN‘, 1y 025000 an € At =
'(a,,aq,...,un} |neN® ai,62,...,0,€ A} =
F|FCA, F finito}.

B b 15 =
allora (s, 17)(s", 17) =
di S x T. Analoga-

nonoide di (P(A).U) generato da X & l'insieme dei sottoinsiemi

; riguarda [{ao}] si osservi che si ha (a0} =1pay=0e
{ao}™ = {ag} U {ao}U---U{ao} = {ao}

_imnsideriapo Pappli- | ‘

is€eS. E evidente

(8, 1T)(S" ir) = ; n volte
R i mo- _ o imtero n > 0. Quindi [{ao}] = { {ao}" | n € N} = {9, {ao}} 21l
o isomorfi. ] . (P(A),U) avente come soli elementi @ e {ag}. O

Altri esercizi
inaieme non vuoto. Quali sono le identita sinistre e le identita
bpo (A, ) dell’esempio 4 del capitolo 177 Si dimostri che (A,%)
se |A| = 1.
ppo (R x R,*) dell'esercizio 17.8 & un monoide.
del monoide?
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2i0 17.9 & un mongiq,. cbe M & un sottomonoide di 0,

g:hl il monoide M non & ciclico.

Capitolo 19. Quozienti

gruppo € ~ & un’equivalenza sull'insieme § , diciamo che
ivalenza ~ sono tra loro compatibili se g ~
bye,d€S.
{’S’ <), (S';-) sono due semigruppi ed f: S — § & un omo-
ppi & facile verificare che la relazione di equivalenza ~; su

mita, per ogni a,b € S, da a ~; b se f(a) = f(b) — vedi
o 7) e l'operazione su S sono tra loro compatibili,
pe semigruppo (S,-) e una relazione di equivalenza ~ su
P i di 5, & ibile definire sull'insieme quoziente
eremo ancora con -) ponendo [a]-[b] = [ab] per ogni
~ con questa operazione risulta essere un semigruppo (detto !
di S modulo ~). Inoltre se il semigruppo § & commutativo |
ppo commutativo, e se S & un monoide con identiti 1s ]
ide con identita 1s/.. = [1s] (detto il monside quoziente
proiezione canonica 7 : 5 — S/~ definita da 7(a) = [a]
essere un omomorfismo di semigruppi (rispettivamente, di

bec ~ dimplicano

.*)Vper 5€ stesso (ve-
fissati. Si definisca
(z.y) € M.

2 monoide moltipli-

iva.

=1, 0}] il sotto- un numero naturale fissato. Sappiamo che la moltiplica-
a modulo n sono tra loro compatibili (esercizio 8.3)
=,, & pertanto definita un’operazione di moltiplicazione,
(R, -) tale che cora con -, nel modo seguente:

3 [a] - [b] = [ab] per ogni a,be Z.

# iy

; . diventa un monoide con n elementi nel quale 'i-
enza [1]. La proiezione canonica m : 7 — Z/=,,
ogni a € Z, & un omomorfismo del monoide (7, -) nel

@ si osservi

precedente si fissi un numero naturale n > 1.
mza modulo n sono tra loro compatibili (eser-
= pertanto un’ulteriore operazione, che
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(a) Conviene innanzitutto osservare che fissato un qualungue elemento
A . ue casi: se y € T gli elementi che stanno nella relazione ~1 con
soli gl elementi di T se invece y ¢ T, I'unico elemento che sta
~p con y € y stesso. Dimostriamo che ~r & una relazione di

. La riflessivith di ~7 segue immediatamente da come & stata
é se © = y allora z ~r y.) Lo stesso vale per la simmetria.
ano z,y,z € S taliche z ~r y e y~r z. Sey¢T, allora si
; =y ey = 2 e quindi in questo caso x ~r 2. Se invece y € T,
y;egueche:teT eday~t zsegueche z€T. Quindize z
nt rambi a T, da cui ¢ ~7 2z anche in quest’altro caso. Questo
& un’equival su S. Di iniamo S/~r. Sia s € 5. Se
={z|z€S, grps}={z|z€T}=T. Seinvece s ¢ T si
|z€S, z~ps}={z|z=s}={s} Quindi

|sesSt=

|8 €T}U{[slr [5€S\TY =  {T}u{fs} | s € S\T).

" ¢ S, Allora (zxz')* o = x+z’ —:ne::*(z wr!)=zez ==, £
z % (2" x2").
Staliches ~pyed ~ry. Allotazsas’ =~y y=y*y.

elementi diverso ovvig
in cui l'identits &
Z — Z/=, definita (,
(Z, +) nel monoide

FISMO PER 1 SEMI-
ed f:5 — 5 up
one di equivalenzq

b ge f(a) = f(b) e

. commutativo il dia-

nque sottoinsieme diS. Dazx,y€ S seguechezxy=x€cS'. }
emigruppo di 5. i
consideri 'applicazione [ : S — {to} U (S\T) definita da

i tg seseT, ]
f(s)_{s sese S\T. i

n omomorfismo del semigruppo S nel suo sottosemigruppo
anto per ogni 5,8’ € Ssiha f(s*s') = f(s) = F(s)* (). B
f & suriettivo. Per il teorema fondamentale di omomorfismo
isomorfismo di semigruppi f:8)~p — Lo} U(S\T)-
juivalenze ~ e ~r coincidono. Per ogni r,y € Ssihaz ~f
= f(y), ossia, per come ¢ definita f, se e solo se T ey
nbi a T oppure * =Y. Quindi x ~; y se e solo se T ~r Y, €
valenze ~y e ~1 Su S coincidono. Si conclude quindi che i
1"'! e {to} U (S\ T) sono isomorfi. O

= I per ogni
su S ponendo,

mmmde moltiplicativo dei numeri complessi (C. ). Sia
definita da f(z) = 2% per ogni z € C.

_omomorfismo suriettivo di monoidi.

lenza ~ édeﬁmta,perogmzzeC daz~y2 se
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di [2]~,. ;
s0n0 isomorfi 2 €C. Sez~y 2, siha f(2) = f(), ciot = = =
e ¥ [

iy

gmp‘pm;iamo ch:a esista a € R tale che o > 0 ¢ z = az'. Allora

gzl ad

laz'|  al?]

si ha

. Ne segue che

di monoidi & sufficien,,
iz,z' € C,eche f(1)

1 qualungue elemento - = -
® +isin ) per qualci,
)) & un numeroc complegs,,
[ & suriettivg,

, ciod se e solo se 22 -
olose (2—2")(z +2) = ¢
s solo se z — 2/ oppure

= = = f(2). Quindi z ~; 2.

={zecC' |esisteacR a>0taleches =az} =
={az|a€eR, a>0}.

Pinsieme dei numeri complessi che nel piano di Argand-Gauss
€ | & = = oppure z - etta aperta passante per il punto z e avente Uorigine nel pun-

0, e ha cardinalit; |

teorema fondamentale di omomorfismo per i monoidi all'omo-
tivo f : C* — T si vede che esiste un isomorfismo di monoidi 3

o per i monoidi all'. A 2. I T
P 4 Pe i di moltipl vi C*/~; e T sono isomorfi. 0O it

rfismo di monoidi
sono isomorfi. [

Altri esercizi

81 (C,-). Sia
(C,-). Siano jone su C definita, per ogni a,.bc C,daa~bsea—be Z.

z€M,neN"ez" ~ 1y, alloraz~1y.

5" un omomorfismo di semigruppi. Allora:
ppo di S, f(T) & un sottosemigruppo di S';
igruppo di §', f~'(T") & un sottosemigruppo di S.

' un omomorfismo di monoidi. Allora:
nonoide di M, f(N) & un sottomonoide di M';
di M, f~*(N") & un sottomonoide di M.

relazione definita, per ogni a,be Z,daa~bse

1
.ﬂl)_—_m_—

& suriettivo



o e e it

© 8808 10250,
5 20. MONOIDI LIBERI 143

che §={f | f €A%, f(B)C B} &un sottomonoide di A4,

f € 8 sia fip 1a restrizione di f a B, ciok V'applicazione fis :

definita da fi5(b) = f(b) per ogni b € B. Si consideri I'applicazione
B definita da ©(f) = fis per ogni f € S. Si dimostri che ¢ & un

fismo suriettivo di monoidi di § nel monoide (B2 o).

a un'equivalenza ~ su S ponendo, per ogni f, geS, f~gse

b) per ogni b € B. Si dimostri che equivalenza ~ ¢ Iequivalenza

a all’applicazione ¢ coincidono.

 che i monoidi S/~ e B sono isomorfi.

ione - in 7. [ Quing;

i dispari, allora D (| {0} ¢

8da ¢(a) = [l per oy
di monoidi.

smo di semigruppi, allory

0 di monoidi, allora M/~

Capitolo 20. Monoidi liberi

definita per ogni (a,b) -
o del monoide (R x k.,
ne fissato. Se n € IN chi o parola di lungh n nell’al-

unque sequenza ajaz...a, di n elementi di A. C'e un’unica i
0, detta la parola vuota: la indicheremo con wg. Per ogni |

R — R, definita per ogn;
smo del monoide (R x k.,

Wn = 1a.102...0, | 01,09,

ole di lunghezza n. Allora:

BES)ER < R, da
a ~ e lequivalenzy

an € A}

il monoide (R,-) sono ndenza biunivoca ¢, : A — W; data da ¢y(a) = a per ogni

associa ad ogni a € A la parola di un'unica lettera a), e
> 2 c’& una corrispondenza biunivoca

azione definita da
R® Papplicazione
dimostri che ¢ & un
de (R®, o) di tutte

licazioni.

miAXAX- - x AW,

n volte

ienl01, 00, - an) = @103 .ay
SRR
n volte
W,. Tinsieme di tutte le parole nell'alfabeto A. Date due pa-
,w' =bibs...by € W di lunghezza n ed m rispettivamente,

¢ wouw =aa...anhiba...bn

g:uatnppanenn’.o le due parole w e w'. Ovviamen-
T ) o & un'operazione sull'insieme W, ed
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e identita la parola vuoty o, = fp(a))f (@(a2)) .. . F'(plan)) =
lfabeto A o il monoide [, = (f' o @)@1)(F' ° ©)az) .. . (f' o p)(a,) —

= f(@1)f(aa) .. fan) = flw).

icazione di inclusione = .
— W T'applicazione comp,,. a

= €01 associa ad o
Chiameremo ¢ : A _, "

to prova che f & l'unico omomorfisme con le proprieta

applicazione X : W — N che associa ad ogni parola nell’al-
a n il numero naturale n. (Quindi ogni parola w & W
| L'applicazione A & un omomorfismo de] monoide (W, o)
in quanto A(wo) = 0 e una parola ottenuta giustapponen-
ezza n ed m rispettivamente ha lunghezza n 4+ m, ciog
A(w') per ogni w,w' € W.

IDI LIBERL). Siano A uy, ;,
" Papplicazione canonica ; A
tone f: A — M esisic un
 commutativo il diagramy,,

insieme A = {a} ha un unico elemento, Uapplicazione X -
ad ogni parola w € W nell’alfabeto A la suq lunghezza &
ide (W, o) nel ide (N, +).

gia visto che A : W — N & un omomorfismo, Dato
ola di lunghezza 0, e che per ogni n € N, n > 1, ga

3

dell'insieme A pe|
di f: W — M tale
@10z...a, € W d;

g n volte
za m nell'alfabeto A, si conclude che A & sia iniettiva che
& una biiezione. [

il monoide (W, 0), essendo isomorfo a (N, +). & un monoide
e |A] > 1 il monoide libero su A non & commutativo.

. to & una coppia ordinata (A, 7), dove A & un insieme finito

plicazione. Per ogni a € A il numero naturale 7(a) si dice la

U {+,—, -} linsieme dei numeri interi a cui sono stati
mlteriori +, — e -. Poniamo 7(z) = 0 per ogni z € Z,
= 2. Allora (A, 7) & un alfabeto valutato. Come si pud

npio, nell’alfabeto valutato (A, 7) converrd pensare 7(a)
;,‘(w)f(wf)_ 1boli a cui si puod applicare a”. [

ha (f o ¢)(a) =

bibs ... by, allora

to valutato e n € N, poniamo A, = 77! (n). Gli elementi

o valutato (A,7) ed un insieme X (i cui elementi
Le parole generate da (A, 7) e X sono definite nel modo

aleche fop = /.
@ = f. Allora
n > 1siha
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ttengono applicando un nyy,.

. Dato che {0 = 1 & suriettiva, per la parte
10 finit, fismo i & suriettivo. Si applichi ora il yegrer
r i monoidi all'omomorfismo suriettiy, ; W
su W associata a i, equivalenza che sappiamo essere compa-
gne di W perché i & un omomorfisme dj MOonoi
orfismo i : W/~ — M. Pertanto i monoid; W/~

(b) dell'esercizio
na fondamentale
— M. Denotata

mpio Lesia X = {z,y, +}. Song
e generate da (A7) o y song
z a coefficienti in 7. in

S€ ne ricava

ed M sono
AzZion

non vuoto, ~ una relazione

di equivalenza sy A Ay
ato & strettamente colleg

ica, W il monoide liberosu A, e - A4 —, 1~ Iapplicazione
ato 5 s W si defini: una rel = ponendo, per
se X & un insieme ed n > |, un i 2w
B XX X, e, i 4
N e

n volte ]
mplicemente operazion: sj chia-

mi 2-arie (0 pill frequenteme,, 3
‘operazione l-aria (operazi,,,

Biba...bm se n=m, a1 ~ by, a3 ~ by, ..

<y iy By

azione = & un’equivalenza sull'insieme W .
ivalenza = e l'operazione o di W sono tra loro cmnpati‘n‘\!l
‘monoide libero sull'insieme quoziente AlneB: Al W
onica di A/~ in W. Si consideri Tapplicazione C(‘lnlnpus{;l g
W. Tale applicazione composta associa ad ogni 1("1.(‘\"1?‘
un’unica lettera [a].. nell’alfabeto A/,m' ?er la propricth
idi liberi in corrispondenza all‘agphczzxzmns‘_' fF=%on:
un unico omomorfismo di monoidi F:W =W che rende
liagramma

differenza tra quanto vig;,,
ne polacca denotavame o n
pi 1 e 2 di questo capitol,
o che & un’operazion,
e un’operazione binari
a che a volte, nell'ys,,
abolo operazioni distinte cop,

A —— A/~

el |»

s W
i

nque monoide M esiste

7 su equivalenza = e l'equivalenza ~ associata all'applicazione
ide libero W su A. k

idi W/= e W sono isomorfi.

di=. Sia a,a3...a, € W. Per la riflessivita di = e di
as ~ 4y, ..., Gp ~ 4y, Quindi
1,

a1y ...0n = a102.. .0y
12 .0, biba ... by € W tali che
=biby .. by
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0 di monoidi f - W

bn: Dato che = e ~ sono simmet,;,
& by ~ an. Quindi byb,

A — Wpy che rende commug

ativo
he

b
x A

ea| | o

Wi —— Wy
7

By €102 - - Cp € W tali che

wbm =cic2. .. ¢,

G, by, by~ by ~ ¢,
uce ch.en:m:pvc-ln»u:
% Cps
...dq € W tali che ajq, . a,
M, p=¢q, a1 ~by, a, ~ by, ..
gue che n+p = m +

- a proprieta universale dei monoidi liber; [
licazione wpo f: A — Wg. Se ne ric

F:Wa — W tale che f o

teorema 20.1)
ava che

siste un
Pa=wnof. O

q € che

Altri esercizi

' dimugoidif:ll'-,u
Jflel@) = (For)(a) = s,
fa corrispondere alla ),
1. Pin in generale dai un;
slic: doadegsal’mllnnunh\n
o) = flai)o f(az) o
R Quindi f: W — 7 g,
Rl a,]. < W. 1y

oto, cos’e il monoide libero su A?

Quanti elementi ha?

A un insieme, (W, 0) il monoide libero su A e
mica di A in W. Si denoti con Hom(W, M) I’y
idi W in M e con M* Dinsieme delle applicazioni
che I'applicazione ® : Hom(W, M) — M4 definita da
Hom(W, M) & una biiezione.

X un suo sottoinsieme, ed £ : X — M I'applicazione
) =z per ogni ¢ € X (vedi esercizio 2.19). Si denoti
'insieme X e con ¢ : X — W I'applicazione canonica,
monoidi liberi, in corrispondenza all'applicazione
e un unico omomorfismo di monoidi £: W — \f
che l'immagine £(W) dell'omomorfismo  coincide
f generato da X.

_=‘{h]~, . [u,),“

y @ ~ by, ag ~ b,

e sia W = Un21 Wi, linsieme di tutte le parole
A. Allora W' & un semigruppo rispetto alla conca-
emigruppo libero su A. Anche in questo caso si ha
— W' che associa ad ogni elemento a € A la parola

i monoeidi all’'omo
orfismo di monoidi

i coincidono )prieta universale dei semigruppi liberi:

o) il semigruppo libero su A, e p: A — W' appli-
llora per ognt semigmppohs € ogni applicazione
somorfismo di semigruppi f - W' — S che rende

A, B insiemi,
a:A— Wy,
pef: A— B
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in _cu.i ogni elemento & invertibile. Quindi un gruppo
dotato di un’operazione - associativa, con un’identita, e in
invertibile.
| tale che ab = ba per ogni a,b € G si dice un gruppo abeliano (o
1 nei gruppi l'op i & indi come addizi
abeliani; la notazione moltiplicativa & invece usata sia per
quelli non abeliani. La cardinalita di un gruppo G, ciog
I'ordine di G.

tico elemento invertibile & lo 0, in (N,-) I'unico elemento
-) gli unici elementi invertibili sono 1 e 1, in (Q.-). (R, ),
ti sono invertibili eccetto lo 0. O

i (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sono gruppi. Se Q" =
\ {0}, C* = C\ {0}, allora i monoidi (G, 9,0 (RE =) (C ey

-) & un monoide e U(M) & Vinsieme degli elementi invertibili g
e U(M) & un sottomonoide di M e che il monoide (U(M),-)

e il prodotto di due elementi invertibili & invertibile per il 3
ji U(M) & un sottoinsieme moltiplicati e chiuso di M. b
perché 1y - Ly = 1y Questo dimostra che U(M) & un
' Per mostrare che il monoide (U/(M),+) & un gruppo resta da |
i elemento di U(M) & invertibile in U(M), cioe che per ogni ;
€ U(M) tale che ab=ba = 1. Maa € U(M) & invertibile in
<0 inverso in M, allora per il lemma 21.2 anche a~! & invertibile
(M). Dato che aa-! = a—'a = 1y, se ne conclude che ogni
& invertibile in U(M). 0

I quanto abbiamo dimostrato nell’esempio 4 (cioe che se
U(M) risulta essere un gruppo) ai monoidi visti nell’esempio 2
ppi degli elementi invertibili dei monoidi (N, +), (¥,-), (Z,-)
sono rispettivamente i gruppi ({0}, +). ({1}, ({1 =11-),
)

1'30 e g € G, la potenza n-esima di g, dove n € 7., si definisce

lg sen=0,
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"
Lo = | add”,aa'" + af o I
TR

one in questione & associativa.

Pidentitd. Se lelemento (z,y) € R® x R & lidentita, allora

(@, B) per ogni (o f) € R* x R, ciok (za, x4 + ’i) = (a.8) per
o

GeperognizeZ, ;>
1x @ (#(a)° = 151, Quing
By ]
2(g°= ) = (i2(9))"~*, allor,
#(9))*. Questo dimosty,

+ x R. Questo accade se e solo se za = a e 8 + = = 3 per

e ogni § € R, vale a dire se esolose z =1 ey=0. Abbiamo cast
se in (R* x R, -) c’& un'identiti, questa deve essere (1,0).

) che (1,0) & proprio Pidentita di R* x R. Per ogni (o, 8) € R* x Rsi
a1+ 2) = (0 M) e (2. )(L,0) = (e 1,0+ 7) = (o0 )-
& proprio Videntita di R x R.

o I'inverso di un generico elemento (a, 3) € R* x R. Supponiamo che
R sia un inverso di (a, 3). Allora si deve avere (z,y)(a, B) = (1,0),
y) = (1,0), vale a dire 7a =1 e T + % = 0. Quindi se (zx,y) &

0, Un omomorfism
biiettivo di G, ciod uy
gruppi G e H si dicono
o in tal caso G = H

,{% si deve avere ¢ = 1/a e y = —f3. Questo dimostra che V'inverso
esiste, deve essere (1/a, —0). " i
no che (1/a, —3) & proprio I'inverso di (o, 3): si ha ¥

(@, B)(1/a, —B) = (a(l/e),a(=B) + fa) = (1, 0)

e . 8 =5)(0.5) = ((1/e)a, (1/e)8 + (-6)/e) = (10 O
#0.
(a/’ 6, (a",8") €

imostri che tutti i gruppi con un solo elemento sono tra loro isomorfi.
» con un solo elemento & detto gruppo identico o gruppo banale.)

Siano (G1, %), (G2,-) due gruppi con un solo elemento. Supponiamo
Gy = {ez}. Dato che G, e Gy sono insieme moltiplicativamente
avere ek ey — ey ed ex-ea = €. Sia @1 G, — Ga V'applicazione
oler) = €. Allora ¢ & una bilezione e per ogni g,h € Gy si ha
e quindi p(g+h) = pler*e1) = pler) = 2 = €2:€2 = wler)-wler) =
Pertanto ¢ & un isomorfismo tra Gy e Go. O

R il gruppo additivo dei numeri reali,
T={z|z€C, |l2l=1}

tivo dei numeri complessi di modulo 1, p: R =T V'applica-
2 R. Si dimostri che p & un

cosa + isinz per ogni T €
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)(cos y + isiny)

) + isin(z 4 ) - G una relazione < ponendo, per ogni z,y € G. r <y

}. Sidi i che la relazi < & un ord totale

gruppo. Per ogni = € G poniamo K(z) = {7 T
ry |y G}
= {K(zx) |z € G} & una partizione di . ’

17.8 & un monoide
L

a seguente proprieta di un gruppo (G, -): per ogni x € G ed
o n,se 2" = lg allora z = lg.

elementi invertibil; 3+, ) e (C, +) hanno tale proprieta?

Jesercizio supporremo sempre che (G.-) sia un gruppo con la
roperazione su (; 7
se ¢ € G, « # 1g, n ed m sono interi positivi e 2" = 2™, allora

isieme G una relazione < ponendo, per ogni 2,y € G,z <y se
naturale n tale che = = y".

che < & un ordinamento parziale sullinsieme G.

ri che < & un ordinamento totale sull'insieme G se e solo se B

(d): se @ & un elemento di G e z # 1, considerare 2% e z*.]
.8 Ricordiamo che le rel, i su X sono i sottoin-
xX. SiaRx ={e|0C X x X} =P(X x X) l'insieme di tutte
X. Date p,0 € Ry definiamo poo € R x ponendo

y)EXxleistezEXtalechc (:,z)EQe(z.y)ea},

che (Rx. o) & un monoide; operazione o di questo monoide &
mposizione di relazioni. Se ne determini lidentita. Dato che
i di X in X sono particolari corrispondenze di X in X, cioe
ioni su X, si ha che XX & un sottoinsieme diRx. Sidimostri
un sottomonoide di Rx. Si osservi che V'operazione indotta
'operazione di Rx. ciot dalla composizione di relazioni, & la
di applicazioni. Si determinino gli elementi invertibili a destra
(Rx,n) e quelli invertibili a sinistra.
A = (a;;) in cui si ha ai; = 0 oppure ai; = 1 per ogni i e ogni j
ice (0,1). Sia M,(0,1) Vinsieme di tutte 1e matriei (0,1). St
gione v : Mn(R) = My(0,1) ponendo v((ai;)) = (ay),
Oeaj; =0sea; =0. 1 possibile definire un’operazione
per ogni A, B € M,(0,1), AxB= v(AB), dove AB
onne di A e di B. : e
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y (mod n) e & < y. Allora y — @ = ng per qualche g € 7,
.. ,n~0 (g volte), sommando si ottiene che x +ng ~ .,
simmetria si conclude che x ~y. 0

Entl. Se p C X X
a @ (esercizio 6.1) ;.
e gij = 0 altrimentj, g;
wle) = A, per ogy;
ogni 0,0’ € Ry. g,
X = Mn(0,1) & up
0,1), ).

o il monoide additivo dei numeri naturali (N, +). Fissiamo k.n €
mo la relazione ~p  su N ponendo per ogni z,y € N

r=y

~kn Y S€ | oppure
z2k, y2kez=y (modn)

P’addizione in Dhanll, 3ael2, dryell,

100 ~4510. O

i @ un’equivalenza su N: verificare che ~j, & riflessiva e
jato; per la transitivita si supponga che x,y.z € N e che

2. Se si ha x =y oppure y = z, allora ovviamente T ~gqn 2.

indiz#yey#z Daz~knyey~pn,zsegue quindi che

=1 (mod n) e x =y (mod n). Maalloraz =z (mod n),

walenza compatibil;

eN.

modulo n sono
costruire l'insieme quoziente

Nfrokn = { 2]y | 2 €N}

eme 7. compatibile
4§ . .
~ coincide con la

e~ ed n > 1 sono numeri naturali fissati, allora
che se ~ & un'e-
a dall'uguaglianza, S R LR S SR

< P [k+n— 1., di N/~n sono tutti distinti
are N/r-‘q; € un insieme avente esattamente k +n elementi.

<o rente Vinsieme N/~ = { [z] | © € N} contiene {fo1, [l
Viceversa mostriamo che se [a] € N/~kn, OVe @ & un numero
{[0],[1],...,[k+n-1]}‘ Sea <k, a.l\orau?k -1<k+
e {0}, 1)y k+n— 1}}. Se invece a > k, dividiamo a — k per
] reZe0<r<n-1l Allorak§k+r§k+n—1
. @ che a ~kn k+r, e quindi {a] = e+ hmh.rt’:
= [k +r) € {l0], [1};--- [k +n—1]}. Abbiamo cosl
ik tn 1) :
B 0112, [k + n— Y & Njin om0 tutti
‘Supponiamo che i e J siano due numeri interi con 0 <
0 amo che [i] # [j]. Se per assurdo si avesse [1] =
quﬂimﬁizk,jzkelzj

ruenza modu-
, a # b, tali che
> b. Essendo
bilita di ~ che
Oez>0}eun
che ~ coincide

T con g,

i
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B cecue che proposizione 18.3 si ha [[1]., ] = {t{l]., lteN}=
e abbiamo visto {/~kn-
10 cosi dimostrat,

distinti tra loro.

Ogni monoide ciclico (M,-) é isomorfo a (N, +
EneN,n> 1 s i

w -) un ‘monoide ciclico. Allora esiste a € M tale che M =
Consideriamo Vapplicazione ¢ : N — M definita da p(t) = o
jone ( & un omomorfismo suriettivo del monoide (N, +)
fond ale di fismo si ha che esiste
@ : N/~ — M, ove ~ & la relazione di equivalenza
equivalenza & compatibile con 'addizione di N perché
noidi (capitolo 19). e quindi per la proposizione 22.3 la
relazioni ~ », per qualche k > 0 ¢ qualche n = 1 oppure &
~p & una delle relazioni ~p n, allora M = N/~ = N/~ .
di uguaglianza, allora i & iniettiva, perché se .y € Ne
y, e quindi x = y dato che ~; e = coincidono. Quindi
biiezione. Ma allora in questo caso (N, +) e (M, ) sono

Esercizi svolti

monoidi (N/~o,n, +) & (Z/=n.+) sono isomorfi per ogni
fissato.

T’applicazione f: N — Zf=, definita da f(z) = lzl=.
azione f & un omomorfismo del monoide (N, +) nel
perognix,y € N siha flz+y)=lz+yl=. =
0)=[0=. = 0z)=,. Inoltre T'omomorfismo f & suriettivo
i n -1 _} per il lemma 8.1. Per il teorema
o per i monoidi (teorema 19.1) esiste un isomorfismo
Zof=n,0ve~y 1a relazione di equivalenza su IN associata
quindi sufficiente dimostrare che le due equivalenze ~j
0. Orase z,y €N si ha @ ~; y se e solo se f@) = fl),
= [yl=,., ossia se € solo se ¢ = y (mod n). Questo accade
Abbiamo cosi dimostrato che ~5 € ~on coincidono. 1

C:

(G,-) & un gruppo e ~ & un’equivalenza su G compatibile
monoide quoziente (G/~ \) & un gruppo.
che ogni elemento di G/~ & invertibile. Gl ele-

con g € G. Dato che @ & un gruppo, g ha un
artiene s G esiha g7~ = 199711~ =
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tte le relazioni di equivalenza ~ sull'insieme 7 tali che ~
addizione tra numeri interi e 2 ~ 3.

i

utte le relazioni di equivalenza ~ sull'insieme 7. tali che ~
‘addizione tra numeri interi e 2 ~ 8,

Ltte le relazioni di equivalenza ~ sull'insieme N tali che ~
addizione tra numeri naturali e 2 ~ 3

atte le relazioni di equivalenza ~ sull'insieme ™ tali che ~
’addizione tra numeri naturali e 2 ~ 8.

eez] =, € N/~ 2
che [z]~. . + W), = 1 ,

oM .‘ ,1\]‘“ 1 1.4 eri interi positivi tali che m = nq.
‘Pertanto = +y = 0, od
bbiamo cosi dimostrat,
wn € [0]~, ., ed avendo
& un gruppo.

questo caso i monoidi
92.1. Inoltre (Z /=, +) ¢

Zf=n— Z/=m ponendo ¢(fxl=,) = lgx)=,, perogniz € Z.
& un’applicazione ben definita® e che & un omomorfismo di

Pomomorfismo ¢ & iniettivo.

> di buona definizione di un ISR
J 5 nell’8.4, 8.11, 8.12, 10.9 e in altri) e vedremo ancora negli esercizi
e tnto (N/~on: +) & D cessario assicurarsi talvolta che un'applicazione sia o e
i i do si vuole definire un’npplicaz.ion\c ¢ : A — B (e quindi per ogni a € A
3 elemento (a) di B) e per farlo si sceglie in corrispondenza di a un
S i inun‘ﬁl(tr)cl insiea)ne A"} e poi si dice cosa sari \,»(:; in funzione di o’
lope E=0. O o anto ehe Tapplicazionc sia ben definita, ciot che sc in corrispondenza
e A si sceglie un altro oggetio a” € A', Velemento che si vuole sia
pio nellesercizio 22.10 'applicazione ¢ : Z/=n — Z{=m & definita
12 |=. PET ogni T € 7. Ora un elemento a del dominio A = Z[=n di
qualche = € Z. Ma Yelemento « € Z tale che a = [a]=,, non & unico:
ogni altro elemento 2! € 7 congruo a = modulo n. Ponendo
: che si & data una buona definizione, ciot che se al posto
elemento =’ € Z tale che a = [x'|=,, si ha sempre [gz}=,, = [4='}=m-
& necessario assicurarsi di aver dato una ‘buona definizione & il seguente:
e C, un'equivalenza ~ su C ¢ un'spplicazione £:0 — B, e si vuole
: G/~ — B, dove C/~ denota 'insieme quoziente. In questo caso
one i devo specificare per ogni a € C/~ un elemento ¢(a) di B. Ora
o a € Cf~ & una classe di equivalenza [c] per un opportuno elemento
Jlicazione ¢ ponendo pla) = flo) & necessario assicurarsi che f(c) non
! ] B € C heelto, ciod che se ¢ € C & un altro elemento tale che a =[]y
L. 5 cosi sarh definita bene Vapplicazione ¢.
oo o mol- esempio. Nelleserciio 10. 5t avevano e, insierni non vuoti A @ B e un
: (X, f) dove per ogni (X, J) € G si wvesa che X era un sottoinsieme di A ed
in B. Si supponeva poi di sapere che per ogni (X, ). (Y, g) € G e ogni
— g(a). Posto 5 = U(x,neg X, si definiva un apphcazmne.;v s—B
ogni a € S se (X, f) € G era una coppia tale che a € X si poneva
o quindi yerificare di aver ben definito l'applicazione ¥, ciok di avere
di g, in quanto fissato un elemento @ € S possono esistere altre
. Mag sufficiente osservare che per ogni tale altra eventuale
a). Quindi I'elemento f(a) di B non dipende dalla coppia
: a € X, ma solo dall’elemento a.
a

bili con I'addizione

) Pogn.i a,be Z, da
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numeri complessi non nulli si definisca una relazione
EC-',.NbseE eR.

gruppo (Z/=m, +) ha
e positivo n di m.
; un’equivalenza su C°

valenza ~ su C* & compatibile con la moltiplicazione

BREnEN, n> 1 50,

noide quoziente (C*/~,) e il suo elemento [iv2]...
s il sottomonoide ciclico [[iv2].] di (C*/~.) L’J'hﬁ‘frf

€ N/~kn & l'unic

tra i monoidi (N, +) 0 (N/~kn.+), kneN,n>1,

g € G e ogni numero iy,
tri che tutti i sottomonoi;

S5 ‘(N:+)~

ciclico, sappiamo ch.
‘JEE N e qualche n €
i monoidi & isomorf,
tutto un generatore
N. Se invece esistong
e k & il minimo tra ;

Capitolo 23. Permutazioni

intero fissato e sia X, = e n}. 1l gruppo Sy, i cui
fori Xy, — Xy eincui V'operazione o & la composizione
il gruppo simmetrico sun oggetti o il gruppo delle permu-
biiezioni Xn — X, si chiamano anche permutazioni.

mo f con il simbolo

i ) {1y OV e S 12 )
(f(l) hey £3) . fn))
s — Xs & J'applicazione definita da f() =2, f(2)
5) =4, allora f viene denotata con il simbolo

203 4 5)
bis 31 4/
Sy, che & Yapplicazione identica tx,,

erminare a quale ‘ ‘ (1 ool n)'
i s n)]

fo il sottomonoide

J

5,

ide (P(X),N) e
0,+) 0 (N/~i . +).
) generato da Y.

Determina-
= 1, & isomorfo il

X, viene

idi X i : il 2 L e )
di X in X. i !
-z 1 per“:agni (.f @ f@ f® - f (m)

‘ k,neN \ ottiene scambiando le due righe e pol riordinando le
" E : na riga diventi la ngal 2 3 n.

it
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o (312 6) (di lunghezza 4) & la permutazione

riordinando le colony,.

2 ailg 5. @
31):(6312)’(25145:;)'9

cichi di lunghezza 1 sono tutti uguali all'identita, e che,
essere considerata un ciclo di lunghezza 1.
ag), (b1 b2 - by) di S, si dicono disgiunti se

0

4 5 ¢
. 2) calcoliamo f o

aq) eg=(bi bz ... by) sono cicli di-
of.

ermutazione puo essere scritta come prodotto di cicli di-
& unica @ TNENo dell’ordine dei fattori.

il procedimento per serivere la permutazione

12345678)
il 7 6 2 8 3 4

facile dimostrare che,

ticolare il gruppo S,

ono una ed una
hé 'applicazione
‘applicazione [ &

che & il primo numer
concluso e si pud scrivere

45673):(152)o.
2834

din S, ¢ una
nenti distinti
. d— 1,
noteremo
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ga in prodotto di cicli disgiunti la permutazione
B4 5 6 7
: :

abbiamo ancora incop,,,
aito

0 NON ANCora trovate ilg
il 3)

B 2)o(3
e T
& 4) B )o@ 7 4 5)o(3).
sclo di lunghezza 1. ciot & I'applicazione identica, e

)o@ 7
licazione identica non modifica il risultato. Quindi

i 1):(1 Moz 7 4 5. O

0 anche trasp

autazione puo €sscre seritta come prodotte dv traspo-

teorema 23.3 osservando che ogni ciclo
(@ 0z --- aq)

in quanto

= (a1 aa)lar ag-1)-- (@ el a2)

=@ ne@ 8o 5o(2 4. O
b : 3 S 8s

1 (Snyo) il monoide di tutte le permutaziont di n oggetti,
) dei cicli e Tn € el sottoinsieme delle trasposizioni.
i i sotts idi di S generati da Cy, €

TiSpel te i
£
jone At Sn — N nel modo seguente: data f € Sn de-
dotto di cicli disgiunti,

a14,) © (asiaz02d,) © " ° (@r10K20Kd, )}

lunghezza dy,dz,- -+ 0k rispettivamente, poniamo

k
M= (L) -+
i=1

_ {1, -1} definita dasgn(f) = (=
o) nel gruppo ({2, -1}

P

one sgn : Sn
o del gruppo (Sn:
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di f. Non & difficile iy,
ni di f come prodoty, di
o f) = —1seesolose tutte
i ‘hanno un numerg dispay;

ata permutazione f e,
tutte un numero digy,
permutazioni di classe 5,

prodotto di cicli disgiunti si ha

G5 67 8
2561387‘)=024635)“83-

i vede facendo uso della formula seritta subito dopo il teorema
tazione & uguale a

a 50 A Bl 40 2)(7 8). O

uppo Sy © abeliano s
i classe dispari?

che @ la ¢(y3, ciob s,
hezza 1. Quindi iy,
elemento, e questo

ymponendo la permutazione f in prodotto di cicli disginnti si
9 2 8)(3 T)(4 6). Per vedere se & di classe pari o di classe
procedere in due modi:

B e identica a segnatura. Si ha Mf)=4+2+2-3=5, e quindi sgn(f) =
e ‘g e nto f & di classe dispari.
=1 b2y = (1)
due elementi, e anche

_come prodotto di trasposizioni. Si ha
f=0 81 20 93 74 8),

mibile come prodotto di cinque trasposizioni. Dato che il numero
in questo caso si conclude che la permutazione f & di classe

Altri esercizi

’va.no tutti gli elementi del gruppo 54
%lnbiiezione
D 3ad
s 2 1)'

& o tutti gli elementi g € Sa tali che fog=f.
| gruppo Sp mon ¢

9,3,4,5} — {1,2,3. 4,5} lapplicazione definita da
8 f@=5 f®=4 SW=1 JE=2
utazione f € S5 & un ciclo.

i
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olo 24. Sottogruppi normali e classi laterali

‘Sf'il’!’“' H & un sottogruppo di G e g € G, V'insieme gH = { gh |
e la classe laterale sinistra di G modulo H di rappresentante
= {hg|he H } si dice la classe laterale destra.

s G = R* il gruppo moltiplicativo dei reali non nulli. Se H =

~a > 0}, & facile verificare che R* & un sottogruppo di R*.
i Ja classe laterale sinistra di R* modulo R di rappre-

mo i due casig >0e g<0.

gR* = R* (questo lo si verifica con la doppia inclusione;

| viceversa se o € R*, allora o = g % e % € R*. Quindi

B2 13
i i)

. 0, allora gR* = R, dove con R~ abbiamo indicato I'insieme
gativi: R~ = {ala€eR, a< 0}. Verifichiamo anche V'u-
R~ con la doppia inclusione. Dato che g < 0, & evidente che
se o € R, allora ; € Rt equindia=g- % € gR*.

o

m}viamente capitare che g1H = goH anche quando g1 # ga-
se G & un gruppo, H<G.eg,92€G,alora gt H = goH se e

adici ottave dell'unit: .
ew: E - F ponendo

.dlm:a g2=02-1c € goH = g1 H. Quindi esiste un elemento
= gy h. Moltiplichiamo questa uguaglianza a sinistra per [
g3 = gy *gih, e pertanto g’ g2 = 1gh =h € H.
amo che g;lgq € H. Allora gf‘gz = h per qualche h € H,
o a sinistra per gi, si ottiene che g; = g1h. Da quest ultima
cando a destra per h™", si ottiene poi anche che goh™' = g1
— goH verificando la doppia inclusione.
ra x = g1k per qualche k € H, da cui = = goh~'k. Essendo
G si ha che h'k € H, e quindi ¢ = gzhlk € goH. Se
y = gok' per qualche K € H,dacuiy =gk = gihk'. Ma
C diG;neseguechey:glhk’Eg,H. o

P(h) = z, per ogni
. Si scriva f come

di lunghezza d. Si




© B8-08-105: 24, SOTTOGRUPPI NORMALL E CLASSI LATERALL 175

50.5

an sottogruppo di G. Allora H & normale in G se e solo se

2s€ G & un gruppo, ;< s
G e onih € H.

¢he Hg, = Hg, se ¢ "
2 §€ e solq (G,) un gruppo. Se ~ & una relazione di equivalenza su

soperazione -, allora [1c., la classe di equivalenza di 1, ¢
di G. Viceversa sin N sottogruppo normale di G ¢ ~y
eme G definita, per ogni a,b € G, daa~y b sealbe N;
aziene di equivalenza su G compatibile con Uoperazione - €

gli tnsiemi H ¢ gH s,

wlh) = ghperogni h ¢ 1

i deduce facilmente che se (G, -) & un gruppo, £¢ & insieme
i di equivalenza su G compatibili con l'operazione -, ed Ng =
eme dei sottogruppi normali di G, allora le applicazioni
ada ®(~) = [Lg]~ per ogni ~€ £, e ¥ : Nz — ¢, definita
i N € N, sono due biiezioni una 'inversa dell’altra. Qui,
del teorema 24.5, con ~y abbiamo denotato V'equivalenza su
a,be G, daa~n bsea 'be N.

i G, Uinsieme {gH | -
partizione di G,

BEER=— Rt la classe
egeR s 9g>0 ed
prio una partizione (;

gruppo con p elementi, dove p & un numero primo. Cer-
] valenze su G compatibili con V'operazione di G. Dato che
chum‘n. ]'j indice di H di Lagrange tutti i sottogruppi di G hanno come ordine
& un insieme infinito p & primo, e quindi i sottogruppi di G hanno tutti ordine 1
H| = 0. Negli esempi appartiene a ogni sottogruppo di G, ¢’& un unico sottogruppo
i sinistre del gruppo a dire il gruppo {1g}. Dato che |G| = p ¢’& un unico
mna da tutti i numeri 7 con p elementi, ossia il gruppo G stesso. Abbiamo cosi dimo-
I [R‘ ER] =2. i due sottogruppi {1¢} e G. Sappiamo anche gia che questi
qualunque sia il G sono normali. Quindi G ha esattamente due sottogruppi
mi 24.1 e 24.2 che G. Per il teorema 24.5 ci sono esattamente due equivalenze
s n loperazione di G, vale a dire ~(,. ¢ ~c- Ora per ogni
cphsee solo se a~'b € {1¢}, ossia se e solose a'b=1g, e
do a sinistra per a) se e solo se a = b. Questo dimostra che
Similmente si vede che ~g ¢ la relazione
: e w su G. Quindi = e w sono le due uniche equivalenze su G
il gruppo G & erazione del gruppo. [
interi > 1. Se

laterali sinistre di (;

ypoe N 4G 1 facile dimostrare che per ogni g € G la classe

e alcun senso.
ora [G : H| = nella relazione di equivalenza ~y ¢ esattamente la classe
= 000 che ¢ stra) gN = Ng di G modulo N (le classi laterali destra e

rché N & normale in G). Indicheremo il monoide quoziente
on & difficile dimostrare che il monoide G/N & un gruppo
umendo, per ogni gruppo G € ogni suo sottogruppo
un gruppe G/N, detto il gruppo quoziente di G

|/
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che Hu={ fu| f € S(R), f(0) =0} coincide con I'nsie-
g(—1) =0} Infatti se fu € Hu, con f € S(R)e f(0) = 0' ,

. Viceversasiag € S(R) tale che g(—1) =0, 83 e i
si deve avere u ' (0) = —1, ¢ quindi gu~1(0) — yt, 1 l((\
cui g = gu'u€ Hu. T4
trato che uH = {g | g € S(R), 9(0) =1} e Hu={g|ge
e segue che uH # Hu. Ad esempio la funzione g : R Lq 1:\
" 1 per ogni « € R appartiene a uH (perché g(0) = 1), ma
(perché g(—1) = 2). In particolare H non & un s(;l{ng"l“)p()

tre (o destre) gN — N, ci.
s Ciog

v =1c-N =N, oy,
. La proiezione canenje,
g € G. Tale applic azio.
Per ogni g, ¢' € G iy,

i positivi e siano C, e Cr, 1 gruppi delle radici n-esime
dell'unita rispettivamente (si veda V'esempio 8 del capitolo
€, € Crm seesolosen | m. Se €y, C Cyy, si caleoli Vindice

eri complessi non ny);

l;mmeri reali positivi. pe,

sinf) avente argoment, 4

ti del tipo g(cu59+im‘nm; )

i - {r(cos@ + isinp) |r¢
mplessl aventi argoment (‘.

 che stanno sulla semiret,

gine ¢ il punto 0. Si not;

. Il gruppo quoziente (;

FEER = 22'RY ey

e & I'imsieme dei numer;

c Oy BE € solo se 1 vertici dell'n-agono regolare inscritto
Cdi centro 0 e raggio 1 e avente un vertice nel punto (1,0)
"m-agono regolare inseritto in C e con un vertice nel punto
uesto puo accadere se ¢ solo se n | m. In tal caso, cioe se

[Crnl = (G : CallCnl, & ainel G G T

Altri esercizi

opo moltiplicativo dei pumeri complessi non nulli e sia T il
cui elementi sono i numeri complessi di modulo 1. Si dimostri
e complesso z € C7, la classe 1ate?alc s"mis:r? :‘.J & linsieme dei
' S enti modulo uguale al modulo di z, ciot & I'insieme dei numeri
4y ssentati nel piano di Argand-Gauss stanno sulla circonferenza
gine e passante per 2. Si noti che le classi laterali formano

1 per ogni z € R. Si
S(R) & normale?

no moltiplicativo dei numeri complessi non nulli si consideri
—1} di R*. Si dimostri che per ogni numero reale a € RE
a oH ¢ linsieme {o, —a}. Sinoti che anche in questo

i sinistre formano una partizione di R*,

mo che questo insie-
ppia inclusione. Se
S(R) e g(0) =1
strare che f ¢

: € R, ma questo
] 1, deve esse-
0. Pertanto

un omomorfismo di gruppi e sia H' un sottogruppo di G

—1(H') = 0?
s ’%ﬂ!a‘e sinistra di G/ modulo H'

fhks s

, pub essere che f~
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fini una relazi ~ 1 puugm:uEG

e G (g dipendente da x e da v) tale che g~'zg = y. Si

a relazione di equivalenza in G g

o z € G si denoti con [z]. la classe di equivalenza di z.

)’ | g € G} Vinsieme di tutte le classi laterali dmrn di G |
definisca  : Dz — [zl ponendo ¢(C(r)g) = g-'xg per

che I'applicazione ¢ & hen definita

> & una biiezione.

;e G & un gruppo finito e © € G, allora |[z].| divide |G|.

0 simmetrico su nove ogget

(e) da (d) e dalla dimostrazione del teorema di Lagrange.
| gruppo abeliano additivo 7.

di equivalenza su 7 compatibile con V'operazione +,
Ss? sosizione 22.1 ~ deve essere la congruer
i determini il sottogruppo [0]= di Z corrispondente a =.

PO di 7, allora come si & visto nell'esempio 6 del capitolo

tale che N = nZ. Se ~n @ definita per ogni a.b € 7 da

e N,qualéla relazione di equivalenza ~ y su Z compatibile ,

= modulo n per

lle permutazioni dell’insi,

me

L he se G & un gruppo ed N & un sottogruppo normale di G,
N).

groppe (Q/7,+).

gni elemento 2 € /7 esiste t € N* tale che tz = 0.

{ interi non nulli primi tra loro. Sex &V’ el&.mr‘mn e v 44

\G per ogni n € N. Suppo.
. Si dimostri che:

per 0O

€ N, allora H ¢ un sotto-
coli il pit piccolo numero naturale t € N* tale che tx = 0.

emi Q* = Q\ {0} ¢ O

e xQ.
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inaettive di gruppi;

e e solo se f ¢ suriettivo.

: G — G' un omomorfismo di gruppi. Allora:
f(H) é un sottegruppo di G':

’ , fH(H") & un sottogruppo di G;
ypo di G, allora

nucleo di f & Vingjey,,

ket f. ) = H -ker(f) = {ab|a € H, beker(f)};

o0 di G', allora f(f~'(H")) = H' N f(G).

o lasciato al lettore.

€ H', si ha che 1g € f~'(H'). Quindi f~}(H') £0.
lora f(a), f(b) € H', da cui f(ab™') = f(a)f(b~") =
iab! € f~'(H'). Peril lemma 21.4 questo dimostra

lefini (2) = |2| per

gruppo (C*,-) nel grupp,

2| = lz] 2] = p(z)u(="). 1

Allora f(x) € f(H), e quindi f(z) = f(h) per qualche
Fh=) f () = (F(R) " flz) = (F(R) ' f(h) = 16,
ndi h~ 'z = k per qualche k € ker f. Moltiplicando a
che = = hk appartiene a H - ker f.

s f. Allora x = hk per opportuni elementi h € H,
= f(hk) = f(R)f(k) = [(h) 1 = f(h) € f(H), e

ker
fla)
per ogni applicazione f : G — G tra due insiemi

nsieme H' di G'. Questo & stato visto nell’esercizio
nell’Appendice B. O

vo se e solo s G — G’ & un omomorfismo di gruppi, aliora G/ ker( f)

 PER 1 GRUPPI)
e J'omomorfismo sgn : Sn — {1,—1}. 1l nucleo di sgn

=1}, ossia il sottogruppo di tutte le permutazioni

fammutativo il ale sottogruppo @ detto il sottogruppo alterno di Sy, e
A,. Essendo A, il nucleo dell’'omomorfismo sgn, il
in S, per il lemma 25.1. Inoltre osservato che per
riettivo, ossia sgn(Sy) = {1,—1}, dal corollario
A e {1,—1} sono isomorfi per ognin > 2. O
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127} = {122} = {07122} & il sottogry,
I GRUFPI). Siano G . ¢, £ruppo banale

Esercizi svolti

;‘1&1 gruppo additivo 7). Sia 7 il gruppo additivo de-

e ogni elemento g € G esiste un unico omomorfismo
pg(l) =g

¢riamo che un omomorfismo di gruppi ¢, : 2 — G
oniamo py(z) = g* per ogni z € Z.
omomorfismo di gruppi. Se z,2' € 7, allora @,z +
‘Pg(z')' Quindi p, & un omomorfismo di gruppi.

dif e

di f. Allora ¢ Ung
i H € L, la cui invers, ¢
per ogni H' € L' Inojtr,.

7 — G definito da ¢,(z) = ¢* per ogni z € 7 &
di Z in G tale che pg(1) =g. Siav: Z — G un
tale che Y(1) = g. Allora per ogni z € Z si ha, in

1} dell’esempio 3, ¢ a;,.
jamo n > 2. In questy,
e = (1|5 <
sono {1} e {1, —1}. Se e

wf.{la —1}. In base al teo- . i . ;
ada W(H') = sgn-(i1') B =iz 1) = W) = 5 = e(2).
e due elementi, che so- stra che @, & I'unico omomorfismo di gruppi con

B ({1, -1}) = 5,
contengono A,. []

po normale di G. Al

n sottogruppo di G per ogni A € A, allora (s cad
s

oo i :Pintersezione di tutti i sottogruppi di G che conten-

~ che & ovviamente il pill piccolo sottogruppo di G

i sottogruppo di G generato da X. elosi denota con
piceolo di tutti i sottogruppi di G, si ha quindi ad
X = {a} ha un solo elemento si scrive (a) in luogo
i G & detto il sottogruppo ciclico di G generato da
e esiste un elemento a € G tale che G = (a).

ppi M/N con M sot-

intero. Cerchiamo

ente i gruppi
Ci un gruppo G si ponga
mZ con m >0

e B 1
i mZ/nZ dove ; "X = lze X}

e (esercizio 21.7)
0 esattamente

fismo di gruppi ¢ : G — H manda la potenza n-esima
, ciog @(g") = (p(g))™. Qui si & supposto ovviamente |
G che di H sia quella moltiplicativa. Se invece, come nel
azione & quella additiva su G e quella moltiplicativa su
. H manda il multiplo n-esimo di g € G nella potenza

1Z,/127.,
1Z = Z,
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© 88-08 10250, to in ogni sottogruppo H di G che contiene
e colo sottogruppo di G che contiene X.
e [Xux-1]il SOtOmon;g, .

U (Quing;
> finito di elementi che o, o

#l= e, =

e R R RN R R
|neN, e1,62,....&n € 1,1}y
;]."EN" E1yE2,: -1 En € {1, -1} } =

g

che il sottogruppo Ciclicq
di g a esponente intero, Ciok

e quindi 16 € N, G, |

3 i n-esime dell’unita, sottogruppo del gruppo
A€ A Dato che tyy; i aplessi non null\i. Fac‘e.udo uso dell’applicazione
A Per ogni A € A Quipg; ; = " per ogni T € ( ,e ﬂpp.hcand‘o. ad‘ s

G & un sottogruppo d; (; 5 per i gruppi, si dimostri che C*/C,
4 nzl
. C* definita da ¢, (x) = =" per ognir € Bk
Itiplicativo C*, in quanto per ogni z,y € C* si
x)pn(y)-

SiayeC. Scrivendo y in forma trigono-
sina) per opportuni g,a € R, 0> 0. E facile
oz = /p(cos(a/n) +isin(a/n)) si ha allora
afn)))" = e(cosa +isina) = y. Quindi p,

nostrare che [X UX 1] ; ;
Bovviose X = 0 (in quost,,

iindi supporremo X # (). g;

B -
JES. Een € {1, -1} ).

di G che contiene X dgl,.
di G, (2) che [XU X
po di G e H D X allora

tale di omomorfismo per i gruppi alllomo-
S+ & ottiene che esiste un isomorfismo di gruppi

@G, si osservi intanto
X1, allora r =
sono 1 0 —1 per tutti

.__.1}={a:e(','l.r“=1‘l:cn-

esercizi
#' (G),c) il gruppo degli automorfismi di
fismi di G dotato, come operazione, della
to che Iidentita del gruppo Aut(G) &
il prodotto cartesiano L = G x Aut(G)

nendo (x, ©) * (y,¥) = (zely), @ o ) per

] & un sottogruppo

. Dimostriamo che
U XY con gli

'operazione *;
‘sottogruppo normale di L;
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definita da my(r, o) — 0
| avente come nucleo (7 « (’I"';‘ Ogni
L¢3

s ) eche (z,0)~1 = (

1opo abeliano (G, -) si definisca

—{zeG|esisteneN, n > 0 tale che " =1g }.

(71 (2))-1
4 che t(G) & un sottogruppo di G.
0 che H{G/HG)) = {1a/1(c)} per ogni gruppo abeliano G.

& il gruppo moltiplicativo dei numeri razionali non nulli si calcoli

.

Z il sottogruppo dei numer; in
— Q/Z ponendo () = 3 e

additivo dei numeri reali si caleoli t(R).

gruppo
Q/tQ*) = Q*. ove @ & il gruppo moltiplicativo dei

tri che

.razionali positivi.

o per (e): Applicare il fon

omorfismo @ : @ — Q* definito da olz) = || per ogmi € Q"]
= cos(mh/6) + isin(mh/6) per ogni h € Z. Sia

Cia={z€C|#2=1}={m|heZ}

radici dodicesime dell'unita. Si consideri V'applica-

te Z;

d le di fismo per i

meri reali non nulli, # )
e. Si ponga p(rH) = T H
moltiplicativo delle

_, Cyp definita da p(h) = zh per ogni h € 7.
i che 1 pplicazione y & un o fismo del gruppo (7, +) nel gruppo %

il nucleo di .
tri che i gruppi C12 € Z./127, sono isomorfi.

a ‘s{zeclz‘=l}
i consideri I'applicazione ¢ : Z — Cy

il gruppo moltiplicativo delle radici quarte
definita da @(t) = it per ogni

ostri che I'applicazione ¢ & un omomorfismo suriettivo del gruppo
el gruppo (Ca. o)
nini n € N tale che kerp =nZs

ro naturale determinato in (b) si dimostri che i gruppi Cuie

oed M 2 N due sottogruppi normali di G. Si dimostri

erazione di composi- \ o
G — Aut(N ite
e B definica | ! un sottogruppo normale di G/N e chei gruppi G/M e (G/N)/(M[N)
tale di omomorfismo all’applica-

: applicare il teorema fondament
— G/M definita da m(gN) = gM per ogni g € G

Sp e Ap il gruppo simmetrico su n oggetti € il sottogruppo alterno

di G. Qual ¢ il |

n > 2 allora Sa/An = {11}
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dei numeri interi. Sull’insieme G = 7 x {1, 1} si defini-
do, per ogni (a, ), (b,y) € Z x {1,-1},
(a,z) * (by) = (a + zb, 1y).

G con guesta operazione & un gruppo.
P ica sul do fattore mg : Zox {1,—1} —

| ={(a,1)]ae 7} & un sottogruppo normale di G.
e |H|. !
lice (G ¢ H].
ed f:G— H ey

edf:G— Héun

un numero primo, ed
i seguenti due casi:

stituendo il gruppo

diNinZ & un |
geZN eogninc
sono omomorfismi
oni f: N — 7

rfismo del gruppo G nel gruppo moltiplicativo {1,-1).

e



PARTE QUINTA

1 DOTATI DI PIU OPERAZIONI |

Capitolo 26. Anelli

di due operazioni + e - si dice un anello se sono soddisfatte
dell’addizione):
+bh+ec=at (b+c) per ogni a,b,c€ R,

|

0 per Paddizione): esiste un elemento 2 € Rtalechea+z =

ddizione): per ogni a € R esiste b € R tale che
a+b=12z

.de“’add’izione)‘. a+ b= b+ a per ogpi a, be R;
la moltiplicazione):

(ab)c = albc) per ogni a,b,c € K3

per ogni a,b,c € R siha

b+c) _gbtac e(b+ca=batca

Itiplicazione rispettivamente, € 5€
dotto di a e b. Quando vorremo
addizione e di moltiplicazione su un anello scriveremo

tterd di essere pill precisi quando su uno stesso insieme

e danello, e quindi varie oper azioni di addizione {

si dicono addizione € Mo
licono la somma e il pro
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usuali di addizicy,, anello, ¢ siano a,b € R. Allora

a0 =0 e (—a)b=al-b)=—(ab).

I relemento @ moltiplicato per un elemento b & uguale al-
ab.

un gruppo abeliano rispetto all'addizione ed & un semi-
P one. P?r_ ogni elemento a di un anello & possibile
na per ogni intero n e la potenza n-esima a™ per ogni

Z; definiamo in 7, . -
.;) = (@+ebtd)e (a5,

facile verificare che sy,
. Ad esempio per ogni

(ZxZ,+:*) dell’esempio 3 si ha
_(2.)+ @D +@1)=63)

(—(2,1) + (@) + (—(21) =
;—2.—1} B 1)+ (2,-1) =(-6,-3)

(B2« (212 1)= 32+ @1 = 6. O
o che Panello (Z x Z,+,0) dell’esempio 2 & commu-
i (c,d) € 7 x 7 s ha (a,b) o (e,d) = (ac,ad + be) =
(a,b). Invece Yanello (Z X Z,+,*) dellesempio 3 non
0(1,1)* (0,1) = (0,0), mentre 0,1)*(1,1) = (0, L

(£). Quindi (¥ x

o di Z per 7.
(a+cb+d). De
(ac,be). Anche in
i (a)-(f). Quindi
o diverso dall’anel-
tiplicazioni sono

elli dell’esempio 1 sono commutativi. O

1 e 2 sono anelli con identita. Lidentith

] numero 1. L'identita delVanello (7 %

Yelemento (1,0). perché per ogni (a,b) e ZxZsi ha
+b-1) = (a,b)- (Questo bastaa dire che (1,0) & Videntita
no gia visto nell’esempio 5 che la moltiplicazione © &

anelli degli esempi
1 & sempre il

o abeliano e (R, )

n sottoinsieme S di R tale che
osemigruppo di (R, 3. In
R, & un anello. Se R &
gaad S affinché S

un sottoanello S di Rew
o di (R,+) ed (S, -) sia un sot:

indotte dalle operazioni di
si richiede anche che 1 apparten

sottoinsieme
S per ogni a,b € 5t

v unsottoinaiemeSdi
Sperogni a,be S.

§di Reun sottoanello di R se e solo se

R & un sottoanello di Rse

it
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C dell'esempio 1, si ha o}y, 7
un sottoanello di R ¢ . =0
y#0 H
ay = 0. "
1

Abbiamo visto nell’vsmn]ﬂu

eri il insi i o P
el sottoinsieme § _ one, perché in 7 non si pud avere a # 0,y # 0 eay = 0.

=0, e allora da (a,b) # (0,0) si ottiene b £ 0.
e b0, allora (@) (0,1) = (0,5) 2 (0.1) = (0,0), (a,b) #
i (@,b) &un divisore dello zero in 7, x 7. O

mutativo con identit, gli elementi invertibili del monoide
ati invertibili (o le unitd) dell’anello R. Come abbiamo
91, tali elementi formano un gruppo U(R),

zero in R se esiste b c ;7 4 del capitolo
integrita (o dominio, elementi invertibili (o delle unitd) dellanello R. Sea€ Re
- si denota, come gia visto per i monoidi, con a~'.

) & un anello commutativo con identith in cui ogni elemento
- Quindi un anello R commutativo con identita & un campo

R\ {0} Sj osservi che Or non & mai invertibile in nessun

R (perché se 0 fosse invertibile e a € R fosse il suo inverso 1 e

1R, assurdo.)

0 se e solo se per ogni

'ﬁltti anelli commutativi |
b=0. Quindi 7, O, i

dell’esempio 2 si ha ampo & un dominio di integrita.
divisore dello zero in 3
, pill in generale che
xZseesolosea=10c
Z, allora (a,b) # (0,0)
y) = (0,0) oppure
! ,commutaﬁvn, si ha
biamo cosi ricavato

0 anello 7 degli interi. In 7. gli elementi invertibili

ché questi SOno gli unici numert interi @ per i quali esiste un
che zy = 1. Quindi U(Z) = {1,-1};in particolare 7. non €
perd visto nell’esempio 10 che 7 & un dominio di integrita.
di integrita che non & un campo. O

elli Q, R e C sono campl. U

Esercizi svolti

gruppo abeliano, € sia End(G) V'insieme di
L .' € End(G) definiamo

fo (@) = f(f'(2) per ogni ¢ € G-

egli endomeorfism di G). |

tutti gli endo-

(@) + J'@),

) & un anello (detto Vanello d
?
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1o di integrith finito. Dobbiamo dimostrare che R &
ento non nullo di R & invertibile in K. Sia a € R.
one Ta : B — R definita da 74(z) = az per ogni
iniettiva: se T,y € R e Ta(T) = Taly), allora ax = ay,
i, per la distributivith, a(x —y) =0. Ma R & o

0, e quindi T — Y = 0, ossia @ = Y. Questo dimostra !
Ma R & un insieme finito, ¢ quindi T,: R— R &

iste b € R tale che T,(b) = g, ove 1g denota Videntita

b) = \rs ed essendo R commutativo si ha anche che

iibilee be R & il suo inverso. O

effettivamente delle oper,,
I\ To T € ) .,
fof sono applicazioy 'ylt
di

+f) + F'=) + ) =
(F+ @)+ + 1))

identith. Si provi che R & un dominio

mutativo con
llazione, ossia per ogni

R vale la proprietd di cancel

di integrita. Siano a. b,c € R, tali

di per la distributivita a(b —¢) = 0-

g tieda#(),epertanmb—n:D,oasiub:c,

o che in B valga la proprieta di cancellazione, ossia che

acea#0 jmplichino b = ¢ Per dimostrare che R &

. vedere che ab = 0 implica & = 0 oppure b = 0 per ogni

B sihnoa# 0oppured= 0. Sea # 0, perla proprieta
0 = a- 0 si ricava b= 0. Se invece a = 0 non c'& nulla

B 0o s=0 O

che R sia un dominio
ab—ac = 0, e quin

.G) € per ogni x € ( s
- Dato che questo vale
y+f, se ne deduce che

.nel capitolo 3 che la
: condizione (e) ne & un

Altri esercizi
e non vuoto € sia R il campo dei numeri reali. Nell'in-

R un’npp]'\cazione} si definiscano I'addizione € la
perogni_f,gERxeperogniIEX \
ey = F@) +9(2) © 9 = f@)ala).

& un anello commutafivo con identith. L'identith & Vap-
gsﬁmmdne[z)zlperogmxe X:

L \Tn) | T, T2 \En € Z} linsieme di tutte le n-
perazione di addizione ed un'ope- ‘

e 7 si definiscano un'o
|

cazioni fo(g+h)
Ofl. Analogamente

ig:CG—G. In-

. )
(@, T )=t 2, Ty + Thye oo 1T o)

! o) = (:mz',,xzz'z‘ ol
utativo con identita. +

operazioni & un anello comm
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to alle i
usuali operazion;

18,0 [ = € Z}. Siprov; :
Capitolo 27 Tdeali

‘lcha A & un sottoanell,

< sieme non vuoto T di R si dice un ideale di R se

i che Z[i] € un sottoancll,
e condizioni:

el;
ire Reogni®€ JES
ti che per la condizione (a) ogni

eremo I < R. Si no
un SOttogruppe del gruppo additivo (R, +)-

Vanello 7, deghi interi e cerchiamone gli ideali. Ogni
paxt'molare un sottogruppo di (Z,4)- Quindi per
i ideali di 7. sono tutti del tipo nZ con 1 = 0 intero.
: n7 & un ideale di 7. in quanto

e Q7] & un sott
oane
& : [“} & un campo. e

nisca un’ulteriore ope-
dimostri che (0, +, +)

n anello commutativo,
ogni elemento non
ero razionale 1 con

i 7, & non vuoto,
definizione di 1
o (Z,+)¢e

ddisfatta perché se T € 7. &z c N, allora D = Nz PET
s = r(nz) = n(rz) € nZs infine anche xr € RZ

deale & soddisfatta perché nZ & un

7, % 27, & un sottoanello

A € A. Si dimostri

VO.
B iscano due a;e gli ideali dell’ anello 7. sono futti e soli gl nZ. con

x — 2y + 6 per ogni
21
entita. Un polinomio nell’in-

ag + %+ gz +
€ R. Due pol'm()m'l

commutativo con i
ti in R ® un’espressione del tipo

mero naturale € ag, @1, 02; -2 dn

”mut.ro per l'ope-
n ¢ by + D% —+ bz:lr2 R Lol (o coefficienti in R
ognii 2 0; qui si sUppone che gli a; €1 bi non scrit-
> neb; =0 per ogni

0, ciot che a; = 0 per ogni @

che dati due polinomi do 4 T + 02T

st possibﬂe supporre 1 = - in quant

ulteriori fermini tutti con il coefficiente nullo-

commutativo con identith, costruiamo Vinsieme R{z)
acTa coefficienti in R. Quindi

24 ..o togs” ©
o & sufficiente

n anello commu-

TININA

anz" |

s
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per ogni anello R e ogni suo ideale I abbiamo
te di R modulo I, cui elementi

© 88-08-1005 -
llo quozient

J={r+1\r€ﬁ}.

da
‘,(r'+I)—-(-r+r")+I

3 n-(r'+I)-‘—rr'+I

B o diR/12 0 = 0n
 ese Reun anello con ident

o con identita € 1a sua identita & Lr/1 = 1r
dlanelli p: R~ S & un’applicazione di
(ab) = (a)plb) per ogni a,b € R. Se
mo inoltre che ogni omomorfismo d’anelli
eta che (p(.lﬁ) =1g. (Quindi se R ed S hanno
fismo d’anelli se € solo se f

(S, +)e del monoide (R.-) nel

+ I = I, Vopposto di
ithlg el eun ideale
+1.

2
e (b

m.om € a sua volta up
omi nell’indeterminat,
= Op e la sua identits o

ognii=12,...,n},
noto” nullo, & un ideale
ro naturale fissato

(R, +) nel grupp®

orfismo, un omomorfismo R — Rsi

pitettivodi R, cioe un isomorfismo
d § si dicono isomorfi se

o si dice un 50T

mendamo:ﬁsmo
fismo di K. Due anelli R ¢
§; scriveremo in tal caso R= s

g ii2...,n],
nsideriamo V'appli-

Ty

ativo e con identita, cor

R commut:

da
% - anc”) = 20

+ 1% =+ a
A ] Rlx). Allora ¢ & un

si ha
“)+(bu+b1$+5112+"

o
Yok (o + 020 (an -+ br)2") =

-+ apa™ € Rlz] con
‘Eub essere verificato

if| fe Rz} O
e che R ha sempre
Videale nullo). ©

omomorfismo di

di equivalenza su
di equivalenza di b)) —
& definita per ogni
fﬂﬂiﬂdlenzu su R

=+ + bnz")s

4 g™ + plbo T 1T by

Y(bo + brz + bya® +

un sottogruppo Lt ™)) =
-+ bm =

(R/L,+), i
Jaterali destre
Tan e(djf?)lc )+ b))~ aobo = \
e
4 gao)plbo+ 1Tt boe? + -+ bm® ) . \
A

d’anello
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qualundue anello R sia M, (R) Vinsieme delle mairici qua-
enti in R: gli elementi di M,,(R) s0no le matrici quadrate
‘matrici ad elementi reali da noi incontrate nel capitolo 6 con.
gli elementi a;; delle matrici sono ora non pitt numeri reali
o R. In My (R) si definiscono due operazioni di addizione
1e stesse formule del capitolo 6: la somma di due matrici si
elementi delle due ‘matrici elemento per elemento, mentre
ghe per colonne. 1 allora possibile verificare che My (R) con
senta un anello. Lo zero di questo anello & la matrice 1. x n
elementi uguali a Og. Se T'anello R ha identita 1g, allora
identitd 1, (ry = (8ij), dove (6:7) & la matrice n x n con
. —Opsei# i
& lapplicazione definita per ogni r € R da

proiezione canonica 7 It
omomorfismo suriettive,

S

e

i

meh 0 .
il nucleo di f ¢ un ) sl 4
; A ‘ ‘
O PER GLI ANEL- 5 ( |
i, Sekerf ¢ il ‘ W Wi
em:R— Rfkerf ¢ che ¢ & un omomorfismo inettivo di anelli. O 1

e commattativo il
Esercizi svolti ‘

commutativo con identith e sia f = ap + T+ ax? +
polinomio a coefficienti in R nell'indeterminata . Gli ai |
di f,esean # 0 si dice che il polinomio f ha grado n (in
tal caso an & detto il coefficiente direttivo del polinomio .
er definizione di grado —oo.

2 .
¢a+a,m+u1z’+---+uﬂz“,gibn-?—blm%-bgz 4ot

):]3 integrita, allora 5(fg) =8(f) + ().

jnnanzitutto che (a), (b) (¢) sono vere se f =0 oppure

j@ppunechef#ﬂeg;kﬁ. 7

pese d = ax{6(f).8(9)}s allora d > 8(f) e d > 8

«dgnﬁgM:S)};an:l coefficiente di z? i f+4d sarebbe |
"theﬁ(f+g) =
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roprio |'insieme di tutti ghi f € Qlx] di cui o @ radice.

eg=bo+biw+byu? ‘
, dal lemma 27.2. O

B o) (b0 by, ‘
+ mb; + agbp)e® + ... 4
' io di integrita, dat,
mo dedurre anche
™™ & # 0, e quind

Altri esercizi

e non vuoto ed R il campo dei numeri reali. Nell'insieme
azioni di X in R si definiscano un’operazione di addizione
moltiplicazione ponendo, per ogni f,g € RX, (f + 9)(=) =
7) = f(z)glx) per ognix € X. Non sarebbe difficile dimostrare
o anello commutativo con identita.
identita dellanello R¥ .

; divisori dello zero nell anello RX.
o gli elementi imvertibili nell'anello RX.
toinsieme Y di X sia

Iy = {7 eR* | fl)=0 perogni yeY).

& necessario supporre
nella (c), allora la
—c0, mentre sarebbe

i che Rlz] & un

‘prodotto di due cle-
R|[z], & un dominio
che Iy & un ideale di RX per ogni Y C X.
Rs'mZ(R):{zER\zr:rzperog;nireR},

che Z(R) &un sottoanello di R e che Z(R) & commutativo.
che se I &un ideale di R allora I'0) Z(R) & un ideale di Z(R).
che se J & un ideale di Z(R) e

ano f, 9 € Rlz] duc
> (). Possiamo allora
) = 6(f) + 6(g) =

nio d’integrita. [

jenti razionali e

fl@)eCil valore
e R},

L
B i | m e N v nde € Srirne
=1

un ideale di R.

oogni polinomio
€ I, allora

un anello R con identith g € 1R
ontiene un

o se I & un ideale di
un anello R con identita ed I c

o se I & un ideale di
di R, allora I = R.

m anello commutativo con 1dentith e sia a un

e R|xa=0}

I(a) & un ideale di R. :

ese f: R— R & l'applicazione definita da f(@) = Ta PeL ogni
& un endomorfismo del gruppo abeliano (R,+) il cul nucleo

jenti razionali di

elemento di R-

R A anello delle coppie ordinate di
9Ty

q\mndo
i da (o) + (@)= B
) per ogni (,4): (@) € R ea=@:2)
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=, sull’insieme 7. coincidono. Per n = i
Teguagli ( io 2 del capitol 8).“:1::‘ “ngr:e{u\an
ivalenza banale sull'insieme Z: in cui tut.lil gli elementi sono
In questi due casi gli insiemi quozienti sono r'uspett'wan;eube
Z)e Z[E’ {#}. Supponiamo quindi d'ora in poin > 1
/~,‘Z = 7./=p & Vinsieme delle classi resto modulo 7. cio“le
eZ}={et+nZ | a € Z}. Denoteremo talvolta ’i,[ni con
ti [al=, = @ -+ nZ verranno denotati con @, sottointendendo il
'Z.,L‘eunanellnnonnc\ement&, T =B, e sl 1
sione e moltiplicazione in 7., sono definite da i .

un anello R, allora

i che l'anello dej

anello dei polinomi o

i

e le equivalenze ~ il s ey
con l'operazione S
a-b=ab
: : ; e 3 |
1l un.ell,odellnumexi Ovviamente si ha @ = b se e solo se a = b (mod ). In |
i applicazione & solo se n | a. Lanello Zn & un ancllo commutativo con |
& 0, la sua identith & 1. § i

monoide (Z,-).
dell'anello 7.[i],

lo commutativo con identita e sia a € R. Sea & invertibile,
A

ivisore dello zero.
finita, commutativo ¢ con identitd ¢ siaa€ R. Alloraa ¢ A 11

solo. se a # 0 ea non & divisore dello zero.

sono tutti e soli

Supponiamo per assurdo che a € R sia un elemento invertibile
ore dello zero. Dato che a & invertibile esiste b e R tale che

2 divisore dello zero esiste c€ R, c#0, tale che ca = 0. Ma
= (ea)h =0b= 0, & questo & assurdo. 1
ato che lo zero non & mai invertibile (capitolo 26). In vista

dimostrare golamente che s¢ R & un anello commutativo,

ed a€ R non & invertibile, allora @ @ divisore dello zero.

! qu:RmRdeﬁnit.adn\‘;(r):arpcrog“irER.

o del gruppo additivo R, perché p(r+7") = a(r+r) =

). Dato che a nor % invertibile, non esiste nessun. € R tale
p & w(1)- n particolare Papplicazione ¢ Don % suriettiva.
finito, I'applicazione @ now # nemmeno iniettiva (perché
bbe una biiezione, ¢ quindi sarebbe suriettiva). Ma ¢ & un

emma 25.2. Se ne

0. Pertanto a @

ad eq\ﬁndikﬁrgoaﬁ{(]g}per il
,Qu_'mdiuq&(l,r#ﬂear:
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& NON & un Campo (perché 6 non & un numero primo)

di Ze, e 1 E la auaiderlma. Gli elementi 2, 3 e 4 sono
siha?-3 :_B‘_—_‘u e 4‘- 3 — 12 = 0; in particolare 2, 3
Tnvece 5 & invertibile, perché 5-5 =25 =T, si ha

o e‘ con un numery,
dominio d’integrit;,

per il lemma 26.9. in Zs-

ri dello zero. Per
. Quindi R & un

. =1 _3 " 7
Zs siha (1) — by e e N T
an anello con identith 1. Se esiste un intero positivo n tale

invertibile in 7. .

y lptlpt - +1r="0x,
n volte ‘

1t lp+ o +lz#0n

n volte

che Panello R ha caratteristica zero.

anello R verra denotata con char .

In particolare
sihacharC=0. O ]

.po C dei numeri complessi
o di un anello con identita R (e quindi 15 = 1g),
— charQ=charR=0. O \

ottoane
_ In particolare char 7.
> 1 si ha char Zyn =T o

| anelli con identita di caratteristica n per ogni n € N,
anelli di caratteristica 1. Infatti se R fosse un anello

yrebbe essere un anello con i
o che per ogni anello con ide

_divisore dello

i s0mo equiva-

dentith per il quale 1r = <
pOS ntiti si avesse sempre
5

‘R un anello con identita 1g e sio
p={zr|z€Z}

‘elemento 1 k- Allora P & un sottoanello
Se R ha caratteristica 0, allora

allora P = Zin-

8.5 ogni anello R con identith ha un sottoanello isomorfo
7 '(secha.rRﬁn>0).

dominio di integritd ha caratt
ogni campo ha caratterist

eristica 0 oppure un nu-
ca 0 oppure un Numero
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jo 28.4). Dalla proposizione 28.7 segue che per ogni

% & un ideale primo se e solo se & massimale, e questo

ri l'anello Z, x 7, —
pumero primo. Abbiamo cosi dedotto che:

7, sono Videale nullo e gli ideali n7 con n numero primo;
i di % sono gli ideali nZ con n pumero primo. 0

0 commutativo con s q
‘Esercizi svolti

= (7@,n). 1 sottoanello finito con identita di un campo € un campo.
sottoanello infinito con identith di un campo che non &

I

olo intero positivo n
{ 'se t & primo 7, x 7,
O non. & un dominio
0)=(00). O

; si dice un ideale
si ha J = I oppure
I # R e per ogni

F & un dominio d'integrita. Ma allora se R & un

po,
Per il corollario 28.2 R & un

un dominio d” integrita.

parte dell esercizio basta prendere invece come esempio
oanello Z, che & un dominio d’integrith ma non & un
|

anello (7 x 7, +, o) dell’esempio 2 del capi-

tica dell”

nullo {0} ¢ un
tti Videale nullo
ognix,y € R
alente a dire che
'R & un dominio

@0 che (Z % Z,+,0) éun anello con identita, e che si ha
(1,0) (perché (0,0)+(a, b) = (a,b), (@, b)+(0,0) = (a,b), '4
by o (1,0) = (a,b) per ogni (a.b) € Z x Z). Inoltre per |

= 0 si ha
o)+t (1,0) = (»,0) # zxz = (0,0).

ymmutativo con
& un campo. [

n volte
a caratteristica (1) e

meri naturali. Sia R un anello con m elementi e sia
i quadrate di ordine n ad elementi in R (vedi esernpio
stri che V'anello M,(R) ha m®) clementi e che la sua

caratteristica di R.

‘cg"f; identitd R.-

/1 & un dominio
B

- .
/1 é un campo.

M, (R) sono le matrici
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e ghi a;; in uny Or Dp Og ... O
Or (Ve R W

a ;: ; E ]
Sl e T b
g% -1n, Or Or ... Og V
pe deduce che My(R) ed R hanno la stessa caratte-

. Se ne deduce che
Altri esercizi

i resto modulo 4 ed R = Foa % Loa % g Vinsieme

. Si definiscano su R le operazioni + e - ponendo
LB e+ elab, e)la’.¥,¢) = (aa’,ab’ +ba',ac +
) ER. E allora possibile dimostrare che R con
commutativo con identita.

F esempio 6 del
quadrata di

di R.
L% 7.4 & un ideale di R e che tutti ghi elementi non
4 SONO divisori dello zero in R. %
ristica di R
i
Vanello delle |

ZX ={f1f: X D)

le azioni di addizione e di moltiplicazione ponendo

e (fo)(@) = f(a)glz) per ogni f.gez¥eogizeX.
condamentale di Z% 7

AL ZXT

un campo

se e solo se X ha cardinalith 1 ed n & un

clementi, allora

& un anello con identita finito con |R|
re di |R|.

anello R di caratteristica
coincide col suo Opposto.

identita avente un numero

9 gi ha a = —a per ogni

un anello con primo p di
al campo Zip-
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uo sottogruppo ( Pr,, +)
teorema di Lagrange ai

R

io 29. Anelli booleani

A UL NUMEro primo

‘omomorfismo di anell;
=

diremo che e & idempotente se €2 = e. Un anello

l'anello R ha carat-
& un anello con identita in cui ogni elemento &

e di Redis
o ¢ un anello commulativo di caratteristica 2.

P(X ) Vinsieme delle parti di X, & la differenza
o Sinoti che se A, B € P(X) allora A A B € P(X)
e AnBePX ). Quindi A € M sono due operazioni
S e che ('P(X),A,ﬁ) & un anello commutativo
rti di X. Lo zero delanello & Op(x) = .

delle pa
osto di un elemento A € P(X) & A stesso perché

0, e ogni elemento di P(X) & idempotente perché
X)eun anello booleano. T
poleano. Viceversa per il lemma 29.1 e
anello booleano R il suo sottoinsieme |
Quindi ogni anello booleano

atteristica di S &

definisca un’opera-
possibile dimostrare

un anello b
n qualunque
llo di R isomorfo a Za.
oa Zo. a

un anello booleano.
beR,a<bhse ab = a. Allora (R, =

nenti.
icolo booleano comn almeno due elementi. Definiamo

ieme L ponendo, per ogni a,b € L,a+b= (anb)V
{L,+,‘) & un anello booleano.

+,-) dei numeri
razionali.

e Zg denota
no due opera-
aa’, bb") per
e operazioni

Definiamo una relazione <
) & un reticolo

e nel reticolo booleano (R, <) costruito a partire
| modo descritto nell’enunciato del teorema 29.2,
nia,b € R, dalle formule

di {a,b} sono dati, per og!

e ahb=ab.

4b+ab

uzione del

nel teorema precedente, ossia la costr
due elementi (R, <) a partire dallanello boolea-
Jall'anello booleano (L,+) @ partire dal reticolo
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Nellinsieme L si definiscano due opera-
(w,y)\-—-mv‘yperogmz.ge LeA:LxL =L
SERTIS L. Allora le operazioni V e A soddisfano

i a dell’altra. Questq,
costruendo lanello b,

Tanello booleano ass,.
questo reticolo, si ritrovy,

la prima di queste dye

jamo l'anello boolean,
e e di moltiplicazio.
V, A e’ si denotang
nel reticolo booleany
o (L,+,). Convie-
n altro simbolo, diverso
‘dimostrare proprio che

'I’g;}\ys-yl\a: per ogni ¢,y € L;
=@V vz zAnrd= (@ Ay) Az per ogni

oV (z AY) =T, zA(zVy) = per ogniz,y € 5

nsieme L su cui sono definite due operazioni V¢
ieta (a), (b): (c) precedenti. Nell’insieme L si
0, per ogni T,y € L,z<ysezAy=1. Allora

o essere visti indifferentemente o come

29.2 la relazione < el A
daa=b : icoli p
<) m—oe see[e Eolo s in cui {z,y} ha estremo superiore ed estremo
A ’le du.; faugum-"o e come strutture algebriche, ossia come insiemi
ioni < S0l e :
da cui si era partiti. v e A entrambe soddisfacenti alle proprieta com:
to al reticolo boo- :
), A, N) delle parti ), dove < & Vordinamento usuale nell insieme R
definita, per ogni eRsihazVy= max{:-z,y}A exhy= m\!\{:!:..y}_‘
jvamente il maggiore ¢ il minore tra T €Y. Quindi

U((X\ A)nB) = :
& proprio la :liff <)e (R.max.mm), a
in P(X) si ha
proprio l'interse-

ate al reticolo (R,

un reticolo distributivo. Nell'insieme L st defini-
1 — L definita da (z,y) — TV Y per ogna z,y €L,
(z,y) — T Ay per ogni T,Y € L. Allora le operaziont
proprieta:

gAYy =YyNT per ogni T,Y € L
(ynz)= (z Ay) Az per ogn

YV, i
(xVy)Vz, T /N

J:A(IVy) = & per ogMi T, Y

‘:I:V(:El\y)';m! i
J:\I(yf\z\=(-£\"lﬂf‘-\f v

)= (.’EI\'y)V (xA2),
insieme L su cui sono definite due operazioni V €

S rcta (a), () (c), (d) precedent
, per ogni .Y €

i. Nell’insieme

o T

i

et



B
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plicazione £ : L — P(X) definita da =(A) = A per ogni
un rfi di insiemi ial ordinati, per-
B allora =(4) = A C B = =(B). Tnvece < non & un
erché ad esempio e({a} V {b}) = £(X) = X mentre
e({p}) = {ayu b} = {a, b}, e pertanto =({a} v {b}) #

: L si definiscay,,,
y per ogni x,y € L,
Allora le operazioy,

yeL:

- (zAY) Az per ogn
T per ogniz,y ¢ L; Esercizi svolti
anello booleano con due elementi & un campo isomorfo
o . .‘ . .‘ Zg.,o 3: x::no:s:: che ogni anello booleano con pill di
ti. Nell’insieme i ; i

Ese Ay ==z

anello booleano, R ha caratteristica 2, e quindi il suo

P & isomorfo a 7. Ma Zg = P C R, e pertanto se R

. avere P = R. Quindi R = Zg & un campo.
). n R sia un anello booleano con pilt di due elementi.

4 1“¢,'éa)menounm'welementneeR\e#(}ﬂ,e#lk.

_ e # O (perché se fosse 1p — e =0, allora 1z = €,

: Ok,lg—e#ﬂaede(lnfe)=e—52:e—e=05.
o dintegritd. O

di reticoli p -
lo ¢ sufficiente
<y, alloraz Ay =

m‘ﬂo booleano ogni ideale primo & massimale.
A

un anello booleano R. Allora R/P & un
ed & un anello booleano perché per

e primo di
, proposizione 28.7,

L P)w+P) =7+ P=z+P | .

hooleano che & anche un dominio d'integrith. Per quan-
arte dell'esercizio 29.1 R/P non pud avere pinn di due
con identith ha almeno due elementi. Quindi R/P &
esattamente due elementi. Per quanto visto nella prima
R/P & un campo (isomorfo a Za), quindi P & un ideale

me 28.7. O

Altri esercizi

<oni di un insieme fissato non yuoto X in R
questo anello.

W‘l jdempotenti in
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o booleano associato al reticolo booleano L. Siano f.g :

#0ed S = {or |
. mbe le operazion; ]
oni indotte da quelle 0 sex<l 1 sez<?2
; e se
1 sex>1 ) {n sex>2’

wpﬁmzhﬂf@gedf@g.

reticolo |i1 Boole (L,|), ove L C N* denota Vinsieme dei
L & quindi un sottoreticolo del reticolo i lgth

mento x diverso da

un anello booles-
o il massimo e il minimo di L.

Le il complemento di 6 in L.

ha L?

morfo a (P({1,2,3,4}), ).

Panello booleano associato al reticolo booleano (L, ). Si

R, il sottoinsie-
jio di un anello booleano avente otto elementi.

ogni a,b € Fr, ; :
R booleano con quattro elementi. Siano a e bidue elementi

provi che a+b=1.

"_cI d} un anello booleano con quattro elementi. Si dimostri

tativo con 14 elementi?

, anello
booleano con 14 elementi?
di un reticolo booleano avente esattamente

coefficienti nel

pio, se esiste,
olo booleano avente esattamente 8 elementi.
che il prodotto di tutti ghi

booleano finito. Si provi
mentre & O se R ha pit di

2 1p se R ha due elementi,

8 elementi. Sia 0l minimo di B

reticolo booleano avente
B. Si dimostri che B \ {0} ba

sieme ordinato B \ {0} di
i minimali.

se R éun anello booleano che & un dominio dintegrita,
‘anello L.

P(N) lapplicazione definita,
zEXtalechewgn},
o di reticoli del reticolo (P
- i reticoli del reticolo (P

per ogni X € P(N), da

(N), C) in sé stess0.
(), C) i sé stesso.
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C due algebre di Boole e sia g : B — C un omomorfis
mo

ordinati.
affermazioni sono equivalenti:

(b) Si sup‘pnl'lgﬂ. che valga (a) e si fissi un elemento € B
?(’;l) = (ip(z))', ciok che p(a') & il complemento di p(x) :
) A pla) =0 e (') V gla) = 1. Per lipotesi (a) si!l:;
Az)=pl0) =0e (@) V o) = ple' Vo) = p(1) = 1.
qualunque elemento xg € B. Allora = (e -
) A p(zo) = 0c. Analogamente \o(‘lognl \c\.vué\f\ s

B si definiscano
V y per ogni x,y |
B, e un’operazione
le operazioni \/, 1

d reticoli tra due algebre di Boole B e € che soddisfa alle
del lemma 30.2 si dice un omomorfismo di algebre di Boole.
algebre di Boole che sia biiettivo si dice un wsomorfismo (d‘i
esiste un isomorfismo di B in C le due algebre B e C si

o (B,V.A,"), (C)V, A ") due algebre di Boole, e siano (B, +, Y
i strutture di anello booleano su B € C'. Sia 9 B-=C
eguenti affermazioni sono equivalenti:

-fismo di algebre di Boole;

o di anelli con identita.

=(zVyA(zVz)

@, TAlp = T per

=(b) Se ¢ & un omomorfismo di algebre di Boole, per ogni
-b) = ¢llan ¥)V (a Ab)) = (pla) Ag(b)) Y (pla) Aplb) =
= planb) = plo) Aelb) = pla)p(b). e pl1) = 1. Quindi ¢ &
 anelli con identiti.

er ogni x € B. |

due operazioni I

eta (a), (b), (c),
E ;

it pﬂulendo, ger omomorfismo di anclli con identith, allora @(0) = 0ep(l) =1
3 @ &un omomorfismo di algebre di Boole ¢ quindi sufficiente

+ omomorfismo di reticoli, ciod che per ogni a,b € B si ha
(b) e plan b) = pla) A p(b). In base alle formule per aV be
opo lenunciato del teorema 292 si ottiene che plaV b) =
B8 010) 2 ola)elt) = o)V o0 € che pla D) = o) =
b). Questo conclude la dimostrazione. Tl

due algebre di Boole, siano
llo booleano su B € e
B — C unap-

Siano (E,V.A,’), (C,V.A,’j
corrispondenti strutture di anel
re di reticolo booleano su B ¢ C. Sia @
affermazioni s0T0 equivalenti:

di algebre di Boole dell’

algebra di Boole (B,V,A,) in
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ono due operazioni binarie v
e A\ e un'operazi
one

IV [Ea(rr, w2, - 1Tl =

L= [Bulm1s 22, Tn) Y Eala, 3o, 1,)),

WA [Ea(ar, 2, )] = :

= [By (21, %2, - 230} A Balwr,3a, )],

W = Bz, @2, on)]

}l'lE,[n_x,,...,z,.)\ € Blo1,xa, . - -, Br)-
(B(z1,T2,- - ,&0), ¥, A,') & un’algebra di Boole.

to X. Ogni algebrg
| per un opportuno

enti se e solo se

: se e solo se sono
NUMETO naturale n le algebre di Boole

azione 7: A — g5 Tnl)) € B(1,T2, - -1 Tn)
(A, 7) & un alfabe- .

0 e 1. Fissiamo
e nel capitolo 20
ate da (A, 1)
9, SCriveremo
ole generate

) samo la dimostrazione. Diciamo solamente come &
algebre di Boole

( q”l: .., Za})) = Bz1,72,- -+ s30)-

_(’P({:h. ..., Tn})) & della forma
A

sottoinsiemi (o e TR ,T,}. Lisomorfismo p

n variabili
by, b2, - -, )

ottenuto sosti-
io polinomio

A.nn=§21 (,QI)A( A <)

TEX\A;

Junque polinomio booleano E(x1, T2, - - , Tn) esiste sem-

ooleano ad esso equivalente del tipo

(A9 A )

ZEA; reX\A;
10 & equivalente ad una disgiunzione di congiunzioni
e variabili non complementate. Un polinomio siffatto

iuntiva.
nio booleano nel polinomio i forma normale di-
te si pub procedere in tre passi (1) innanzitutto
ng (vedi esercizio 30.1) si fa in modo che la
i solo alle variabiliy (2) poi mediante le proprieta




30. ALGEBRE DI BOOLE 227 \
© 88-08-1025( 5 i i i\
8 ha il seguente immediato corollario: \
congiunzioni; le oy “ Boole B(z1,72, ..., Ts) ha 27" clementi )

i conterranno o Ti o
E; cosi ottenute oy,
_polinomio E; con j|
i ATV (B Ay,
jiono (eventualmente

Esercizi svolti

algebra di Boole e a1, a3 sono due suoi elementi

af Adhy e (mAap) =d\Vad, |

... @) ed Ea(x1, T2, - . .. Ty) om0 due polinomi

; *i-_v Eﬂ{-’thxﬂav-wxn”' =
= (E](EL,IQ,-»-,InW A (Balz1, 22, - - Tn))'

e
A Ba(e1, T2, n)) =

(Ba(1,@2,- o, Zn))' V (Ea(zy, 22, 2n))' -
(:he. (@ Va2) = ) A al, ciok che aj Aaj & il com-

e dimostrare che

—0p € (ah Ady) V(a1 V a2) = 1p-

— (o A dy) Aon) V ((dy Aab) haz) =
= ((ah Aa) AV (@) A ey Aaa)) =
=(0p Ady) V (a) AOB) =08V 05 =0g,

verifica che (a'lf\a',)v(al\.raz) — e

£1,52 -1 =

(21,72, .- Zn)) A (Eagl1,22. - %n))'

Jbra booleana B ed ogni n-upla (b, ba,--- =) c}‘x
'hn)VE’](bhb‘Iw--vhﬂ)y = (Ea(b1,bz,- - b)) A

immediatamente da quanto dimostrato in (a)
by,). Similmente si dimo- \

¢ az = Ealby, b,




















































































